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0 Zusammenfassung

Die Atmosphére als komplexes dynamisches System soll an Hand des Drehimpulses und des
Drehmomentes als fundamentale Grofien analysiert und hinsichtlich seiner Variabilitit unter-
sucht werden. Der Fokus wird auf die Generierung von quasiperiodischen Vorgéngen (rotes
Rauschen) aus dem stochastischen Antrieb durch das weifle Rauschen gerichtet.

Hierzu wird in dieser Arbeit ein neuer homogener Datensatz zur Berechnung der atmosphéri-
schen Drehimpulsbalance (atmospheric angular momentum balance) mit einer hoheren Auflésung
und besseren Datenaufbereitung verwendet. Der Vergleich der Beobachtungsdaten fiir die bei-
den Polarkappen mit einem stochastischen Modellansatz, welcher von Weickmann et al. (2000)
vorgestellt und von Egger (2005a) auf Breitengiirtel erweitert wurde, bildet den Mittelpunkt
dieser Studie. Der ERA40-Datensatz des ECMWEF (European Centre for Medium-Range Wea-
ther Forecasts, www.ecmwf.int) von 1978-2002 wurde genutzt, um die Groflen der Drehimpuls-
balance zu berechnen und mit dlteren Datensétzen zu vergleichen. Die vier berechneten Werte
im Zeitabstand von 6 Stunden eines Tages wurden zu einem Tagesmittelwert zusammengefasst,
um die Gezeiten zu eliminieren. Durch die hohere horizontale und vertikale Auflésung im ver-
wendeten Datensatz ergeben sich einige qualitative Unterschiede im Vergleich zu den ERA15-
und NCEP-Reanalysen. So flieflen Anteile des orografischen Drehmomentes T¢; (gravity wave
drag) der ERA15-Daten durch die hohere Auflosung der Orografie in das Gebirgsdrehmoment
To der ERA40-Daten ein (siehe Brown, 2004).

Es sind im Gegensatz zu Weickmann et al. (2000) keine Langzeittrends zu beobachten. Die
diagnostischen Ergebnisse von Weickmann et al. (2000) und Egger (2005b) werden jedoch
bestitigt. Die Spektren, welche fiir beobachtete Oszillationen herangezogen wurden, zeigen
keine signifikanten Unterschiede zu Weickmann et al. (2000) und Lott et al. (2004). Wie in
Huang (1999) fir die NCEP-Reanalysen und Egger et al. (2003) fiir die ERA15-Reanalysen ist
die Drehimpulsbalance der ERA40-Reanalysen im Mittel aller Jahre nicht ausgeglichen. Die
Balancegrofien Gebirgsdrehmoment, Reibungsdrehmoment und Coriolisdrehmoment sowie fiir
Breitengiirtel und Polarkappen die Konvergenz des Drehimpulsflusses werden mit den Ten-
denzen des Drehimpulses durch Differenzenbildung verglichen. Hier stellt sich der Betrag der
Imbalance von 12,5 Ha des absoluten Drehmomentes heraus, wie auch in Huang et al. (1999)
und Egger et al. (2003) beschrieben, aber mit positivem Vorzeichen. Bei Betrachtung des re-
lativen Drehmomentes stellt sich die Balance ausgeglichen dar. Auch fiir die Polkappen kann
eine fast ausgeglichene Balance des Drehimpulses ausgewiesen werden. Bei spektraler Betrach-
tung des Drehimpulses kénnen die bekannten Oszillationen wie El-Nino-Southern-Oscillation
(ENSO), quasibiennale Oszillation (QBO), Julian-Madden-Oszillation (MJO), die synopti-
schen und planetaren Rossbywellen und die Troposphire-Stratosphére-Wechselwirkungen fiir
Perioden zwischen 50 und 60 sowie 70 und 80 Tagen (vergleiche Cai & Ren, 2006) in den
Polkappen nachgewiesen werden. Die globalen Spektren zeigen ein dhnliches Verhalten wie in
Weickmann et al. (2000) und Lott et al. (2004) beschrieben, welche signifikante Spitzen fiir
die QBO bei Perioden von ca. 800 Tagen und im Bereich von 30 bis 90 Tagen zeigen. Der
Jahresgang des Drehimpulses ist aber die dominierende externe Periode im Spektrum. Sie ist
fiir die stochastische Untersuchung der Drehimpulsbalance stérend und wird daher aus den
Daten eliminiert und separat behandelt. Bei Betrachtung des gemittelten Jahresganges fallt
zum einen eine negative Anomalie im Drehimpuls im Juli-August in den Breiten 0° bis 30°N
auf, welche sich auch auf den globale Drehimpuls auswirkt. Weiterhin sind starke Abfille des
Gebirgsdrehmomentes im Jahresgang zur Zeit des “final stratospheric warming“ zu beobach-
ten, ebenfalls in der Nordpolarkappe im Juni, dessen Ursache noch weiter untersucht werden
muss. Gleichzeitig zum Abfall des Gebirgsdrehmomentes ist ein Anstieg der Flusskonvergenz
des Drehimpulses zu beobachten. Ein Vergleich der Kovarianzfunktionen, die den Zusammen-
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hang zwischen zwei Gréflen der Drehimpulsbalance herstellt, zeigt, dass die Kovarianzen des
Drehimpulses mit dem Gebirgs- und dem Reibungsdrehmoment in den Polarkappen symme-
trisch sind, wihrend die Funktionen global einen groflen antisymmetrischen Anteil aufweisen.
In der Autokovarianzfunktion des Drehimpulses sind die Zerfallszeiten global fast dreimal so
grof} wie in den Polarkappen. Die Zerfallszeiten fiir das Gebirgs- und Reibungsdrehmoment
sind fiir die Polarkappen und global in etwa gleich.

Die berechneten Zeitreihen werden iiber die Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen mit einem
stochastischen Modell, welches nur wenige freie Parameter besitzt, verglichen, um zu priifen,
ob das Modell zur Anregung quasiperiodischer Schwingungen durch das weifle Rauschen eine
Ubereinstimmung mit der Beobachtung erzielt. Zu diesem Zweck werden die Funktionen des
Modells analytisch hergeleitet. Ein globaler Vergleich der modellierten Funktionen mit denen
der Beobachtung zeigt, dass der Modellansatz von Weickmann et al. (2000) und die Erwei-
terung durch Egger (2005b) die beobachteten Kovarianzfunktionen gut wiedergibt. Nach der
Uberpriifung des globalen Modells wird ein modifiziertes Modell, welches auf Egger (2005a)
beruht, auf die Polarkappen angewandt, um zu untersuchen, ob die gleichen physikalischen
Prozesse in den polaren Gebieten wirken. Statt des absoluten Drehimpulses wird hier der
relative Drehimpuls als Gréfle verwendet, da die Drehimpulsbalance durch die Hinzunahme
des Coriolisdrehmomentes T ausgeglichen ist. Es zeigt sich, dass die Kovarianzfunktionen
der Polarkappen nicht mit denen der global ermittelten iibereinstimmen. In den Polarkappen
bestimmt der Fluss des Drehimpulses als Hauptfaktor die Anderung des Drehimpulses. Die
Gebirgs- und Reibungsdrehmomente spielen eine eher untergeordnete Rolle. Die Kovarianz-
funktionen des Modells beschreiben den Kurvenverlauf der Kovarianzfunktionen recht gut bis
auf die Ausnahme, dass keine Riickkopplung des Coriolisdrehmomentes vorhanden ist. Au-
ferdem sind die aus dem globalen Modell iibernommenen Relationen der Zerfallszeiten zu
iiberdenken, um die Betrige der modellierten Funktionen denen der Beobachtung anzupas-
sen. Ansonsten wurde gezeigt, dass der verwendete Modellansatz auch fiir die Polarkappen
erweitert werden kann. Des weiteren wird der Modellansatz der Kovarianzfunktionen fiir die
Polkappen durch die Beobachtungsergebnisse in weiten Teilen bestétigt.

Diese Studie leistet einen Beitrag zum Verstindnis der Rolle der Komponenten der Drehim-
pulsbalance insbesondere in den Polkappen, die von grofler Bedeutung fiir die Wechselwirkung
der atmosphérischen Schichten sind. Weiterhin wird ein stochastischer Modellansatz vorge-
stellt, der das physikalische Verstdndnis der Generierung von rotem Rauschen aus dem weiflen
Rauschen, d.h. Oszillationen lingerer Perioden aus dem stochastischen Antrieb in den Polkap-
pen verbessert.



1 Einleitung

Die Atmosphire ist die gastormige Hiille, die den Erdkérper umgibt. Sie stellt ein hoch komple-
xes dynamisches System dar, welches ursichlich von der Strahlung der Sonne angetrieben wird.
In einer Frequenzanalyse kann man ein breites Spektrum finden, welches angefangen von Se-
kunden durch kleinrdumige Turbulenzen iiber Minuten durch Schwerewellen, mehrere Stunden
durch Tragheitsschwerewellen, mehrere Tage durch synoptische Wellen und 16-30 Tage durch
planetare Rossbywellen bis hin zu langperiodischen Oszillationen von 40-60 Tagen wie der
Julian-Madden-Oszillation (MJO) in den Tropen oder der quasibiennalen Oszillation (QBO)
der Stratosphire und zur 4-7-jihrigen Oszillation der El-Nino-Southern-Oscillation (ENSO)
des tropischen Pazifik reicht. Die Generierung dieser Phinomene, das Verstéindnis ihrer cha-
rakteristischen Zeiten und rdumlichen Darstellung sowie deren Auswirkungen sind Gegenstand
der dynamischen Meteorologie. Hierin spielen zwei Gréflen der allgemeinen Zirkulation, der
Drehimpuls und das Drehmoment der Atmosphire, eine grofie Rolle. Der Drehimpuls ist eine
fundamentale Grofle der atmosphéirischen Dynamik, in der sich simtliche Frequenzen des breit
geficherten atmosphérischen Spektrums wiederfinden.

Die grundsitzliche Frage nach der Generierung von quasiperiodischer Variabilitéit (rotes Rau-
schen) in der Atmosphére aus stochastischem Antrieb (weifiles Rauschen) bildet die Motivation
dieser Studie. Sie soll einen Beitrag zum Verstindnis der physikalischen Prozesse insbesondere
fiir die Polarkappen an Hand von Beobachtungsdaten leisten. Des weiteren wird ein einfaches
lineares stochastisches Modell zur Herleitung und Interpretation der Generierung von quasi-
periodischen Vorgéngen mittels der Drehimpulsbalance entwickelt.

Der Drehimpulsvektor M ist eine fundamentale physikalische Grofle fiir jedes rotierende Sy-
stem. Fiir ein geschlossenes System ist diese Grofie in einem Zentralkraftfeld (V x F=0) konser-
vativ, d.h. der Drehimpuls ist zeitlich konstant (d]\;f /dt=0). Der Drehimpuls der Atmosphére
ist ein Vektor, dessen Richtung im allgemeinen nicht in Richtung der Drehachse der Erde zeigt.
Jedoch ist der achsenparallele Anteil des Drehimpulsvektors um ein Vielfaches grofier als die
Anteile, die orthogonal zur Drehachse gerichtet sind. Fiir die weiteren Studien wird nur der
Anteil betrachtet, der parallel zur Rotationsachse der Erde ist. Er wird hier als Drehimpuls
bezeichnet. Die anderen Anteile des atmosphirischen Drehimpulses, die ein ,, Wobbeln“ der
Drehung der Erde verursachen, werden vernachléssigt.

Angewandt auf die Atmosphire bedeutet dies, dass der Drehimpuls der Atmosphére eine wich-
tige physikalische Gréfle zur Charakterisierung der allgemeinen Zirkulation der Atmosphére
darstellt. So flielen die horizontalen Windkomponenten und bei der Integration iiber die Hohe
der Bodendruck in die Berechnung des mittleren Drehimpulses ein. Uber eine riumliche und
zeitliche Verschiebung kann der Drehimpuls ausgewertet werden, um Zusammenhénge zwi-
schen den wechselwirkenden Komponenten zu erfassen.

Die historische Entwicklung der modernen Meteorologie ist vielfach mit dem Studium des
Transportes von Drehimpuls in der Atmosphére und ihrem Austausch mit der festen Erde
und dem Ozean verbunden (siehe Starr, 1948; Newell et al., 1972). Die Berechnungen des Dre-
himpulses der Atmosphére wurden schon zu Beginn der kontinuierlichen Wetteraufzeichnung
am Ende des 19. Jahrhunderts durchgefiihrt. Zuerst konnten die Daten nur aus Boden- und
Schiffsmessungen gewonnen werden, die vor allem in der rdumlichen Verteilung iiber dem Glo-
bus sehr unterschiedlich war. Die Messdatendichte erhéhte sich mit der Zeit, jedoch blieben
die Messdaten nur auf die bodennahen Schichten begrenzt. Mit der Zunahme vor allem des
zivilen Flugverkehrs wurde es notwendig, fiir die Niéhe der bedeutenden Flughéifen verlissliche
Wetterprognosen zu erhalten. Daher fanden zweimal tiglich Radiosondenaufstiege statt, die
den Vorteil hatten, dass man Messdaten bis zu einer Hoéhe von 20 - 30 km bekommen konnte.
Zusitzlich wurden Messgerite an Flugzeugen installiert, so dass die Messdaten in der oberen



Troposphére erfasst werden konnten. Ein entscheidender Durchbruch in der Messdatenerfas-
sung gelang erst mit der Einfithrung der Satellitenmessung Ende der 70-er Jahre des vorigen
Jahrhunderts. Es fanden rdumlich und zeitlich dquidistante Messungen in mehreren Schichten
der Atmosphére statt. Durch die zeitnahe Entwicklung der Rechentechnik war es méoglich, diese
sehr groflen Datenmengen zu analysieren und fiir weitergehende Berechnungen aufzubereiten.
Die Herleitung der Groflen der Drehimpulsbalance sind im 2. Abschnitt beschrieben und die
Verfahren zur Berechnung der physikalischen Grofien werden in Abschnitt 3 erldutert.

Im Zuge der Auswertung der Daten wurde entdeckt, dass das globale atmosphérische Gleichge-
wicht der axialen Komponente des Drehimpulsvektors von zwei Prozessen bestimmt wird, der
turbulenten Oberflichenreibung und einem Fluss von Drehimpuls zwischen Erde und Atmo-
sphire, der sich aus dem Differenzdruck auf den beiden Seitenflichen von Bergen ergibt (Starr,
1948; White, 1949). Dies bedeutet, dass sich der globale Drehimpuls M der Atmosphére nur
durch die Wechselwirkungen mit dem Erdkérper in Form des Reibungsdrehmomentes 7% und
des Gebirgsdrehmomentes Ty #ndern kann (siehe Swinbank, 1985). Im globalen Mittel ist
das Reibungsdrehmoment Tr negativ und wird im allgemeinen durch das mittlere positive
Gebirgsdrehmoment T ausgeglichen, was fiir Zeitskalen > 30 Tage zumeist zutrifft (siehe
Weickmann et al., 1997). Da der Drehimpuls der Atmosphire in direkter Wechselwirkung mit
dem Erdkorper steht, so muss sich die Abgabe oder Aufnahme von axialem Drehimpuls durch
die Erde in einer Anderung der Winkelgeschwindigkeit der Erde ausdriicken, welches eine Va-
riation in der Tageslidnge zur Folge hat (siehe in Langley et al., 1981; Rosen & Salstein, 1983).
Um einen Einstieg in die Gréfie und Verteilung des Drehimpulses der Atmosphére, deren Ten-
denz und korrespondierenden Gréfien zu erhalten, werden im Abschnitt 4 die Mittelwerte und
Standardabweichungen des Drehimpulses und der Groflen der Drehimpulsbalance global und
fiir verschiedene Breitengiirtel betrachtet. Es wird {iberpriift, ob in den ERA40-Reanalysen
ebenfalls eine Abweichung der Balance wie in Egger et al. (2003) zu finden ist.

Der Drehimpuls, seine zeitliche Ableitung sowie die korrespondierenden Drehmomente unter-
liegen einer bestimmten Variabilitéit. Diese Gréflen dndern sich auf verschiedenen Zeitskalen.
Um diese Zeitskalen zu untersuchen, wurde eine Spektralanalyse der einzelnen physikalischen
Groflen, die im Abschnitt 5 diskutiert werden, durchgefiihrt. Die Zeitskalen haben stocha-
stische und oszillatorische Ursachen. Um stochastische und oszillatorische Ursachen wie die
ENSO, die QBO, den Jahres- und Halbjahresgang, die MJO, die Rossbywellenaktivitit usw.
betrachten zu konnen, muss eine zeitliche Fourieranalyse durchgefithrt werden. Dabei heben
sich die Oszillationen als signifikante Spitzen vom Hintergrundrauschen, welches stochastisch
verteilt ist, ab (siehe Lott et al., 2004; Weickmann et al., 2000).

Der Drehimpuls unterliegt bedingt durch die Rotation der Erde um die Sonne einem jéhrlichen
Zyklus. Der Temperaturgradient zwischen dem Aquator und dem Pol ist im jeweiligen Winter
grofer als im Sommer (siehe Peixoto & Oort, 1992). Die Hadleyzelle ist in den Wintermonaten
zum Aquator verschoben und stirker ausgepriigt als im Sommer. Sie ist durch den Passatwind
eine Quelle von atmosphéarischem Drehimpuls. Die Ferrelzelle der mittleren Breiten ist eben-
falls in den Wintermonaten stirker ausgepriagt und ist durch die Westwinde eine Senke von
Drehimpuls. Dies wiirde bedeuten, dass in den Wintermonaten ein verstirkter Transport des
Drehimpulses von den Tropen in die jeweiligen mittleren Breiten zu erwarten ist. Die jahrliche
Variabilitit wird in Abschnitt 6 dargestellt, wobei der Schwerpunkt der Arbeit auf die Polkap-
pen gelegt wird.

Es stellt sich die Frage, wie der Drehimpuls und die verschiedenen Groflen der Drehimpulsba-
lance stochastisch miteinander in Beziehung stehen. Zu diesem Zweck werden zwei Zeitreihen
iiber die Kovarianzanalyse mit einer Zeitverschiebung 7 in Abschnitt 8 miteinander verkniipft.
Die oszillatorischen Einfliisse wie der Jahres- und Halbjahresgang als dominierende Moden, die
extern durch den Umlauf der Erde um die Sonne verursacht werden, miissen herausgenommen



werden, so dass modifizierte Zeitreihen des Drehimpulses, deren Tendenzen sowie den dazu-
gehorigen Drehmomenten und Flusskonvergenzen verbleiben. Die daraus berechneten Auto-
und Kreuzkovarianzfunktionen werden in Abschnitt 7 global mit denen von Weickmann et
al. (2000) sowie Egger (2005b) und Egger & Hoinka (2002) fiir &ltere Datensétze verglichen.
Ebenso werden die Kovarianzfunktionen der Polarkappen berechnet und Unterschiede zu den
globalen Funktionen diskutiert. Die Polarkappen besitzen durch den geringen Abstand zur
Rotationsachse und des kleineren Volumens einen viel geringeren Drehimpuls, daher wurden
diese Gebiete in der Literatur eher vernachlissigt. Die Polarkappen sind jedoch von grofler
Bedeutung fiir die globale Kopplung von Troposphére und Stratosphiire, welche besonders in
den polaren Breiten stattfindet (siehe Cai & Ren, 2006).

In der Studie von Weickmann et al. (2000) wird ein ein lineares stochastisches Markov-Modell
entwickelt, welches die globalen Kovarianzfunktionen mit Hilfe nur weniger freier Parameter
recht gut beschreibt. In dieser Arbeit wird in Abschnitt 8 das Modell von Weickmann et
al. (2000) und Egger (2005b) an Hand der ERA40-Reanalysen angewandt. Hierfiir wurden
die Kovarianzfunktionen des Modells analytisch bestimmt und mit den beobachteten Kova-
rianzfunktionen der globalen Zeitreihen verglichen. Zusétzlich wurde in Egger (2005b) eine
Erweiterung des Modells durch Hinzunahme eines Dadmpfungsterms des Gebirgsdrehmomen-
tes vorgenommen. Es erfolgt eine entsprechende analytische Losung der Kovarianzfunktionen
des Modells und ein Vergleich zu den beobachteten Kovarianzfunktionen sowie zu den model-
lierten Funktionen.

Dieses von Egger (2005b) modifizierte Modell mit dem Dampfungsterm im Gebirgsdrehmo-
ment findet in Egger (2005a) Anwendung auf verschiedene Breitengiirtel. In Egger (2005a)
wird darauf verwiesen, dass dieses Modell nicht auf die Polarkappen angewendet werden kann,
da die Parameter nicht mehr zufriedenstellend angepasst werden kénnen und die modellierten
Funktionen zu weit von den Beobachtungen abweichen. Daher wird in dieser Arbeit in Ab-
schnitt 8.5 der Ansatz verfolgt, statt dem absoluten Drehimpuls den relativen Drehimpuls zu
verwenden, wobei das Coriolisdrehmoment mit beriicksichtigt werden muss. Es wird gezeigt,
dass die Kovarianzfunktionen iiber den relativen Drehimpuls in den Polarkappen gebildet wer-
den kénnen und dass das von Weickmann et al. (2000) aufgestellte stochastische Modell mit
der Erweiterung von Egger (2005b) auch fiir die Polarkappe mit unserer Erweiterung seine
Giiltigkeit behilt.

Der hoher aufgeloste Datensatz der ERA40-Reanalysen ist zur Berechnung der Komponenten
der Drehimpulsbalance besser geeignet und gibt im allgemeinen die gewonnenen Erkenntnisse
aus den niedriger aufgelosten ERA15- und NCEP-Datensétzen wieder. Jedoch ist zumeist eine
hohere Varianz in den ERA40-Daten zu beobachten. Die Auswertung der Kovarianzfunktio-
nen des stochastischen Modells mit denen der Beobachtung zeigen, dass das von Weickmann et
al. (2000) vorgeschlagene und von Egger (2005b) erweiterte Modell die grundlegenden Eigen-
schaften der beobachteten globalen Kovarianzfunktionen erklirt. Ebenso gibt das neue Modell,
welches modifiziert auf die Polarkappen angewandt wird, die beobachteten Kovarianzfunktio-
nen richtig wieder.



2 Die theoretischen Grundlagen der Drehimpulsbalance

2.1 Der Drehimpulsvektor M

Der Drehimpuls M eines Luftpaketes einer Einheitsmasse m, auch spezifischer Drehimpuls
genannt, ist definiert durch

M :=7 X s (1)
mit |7] als Abstand vom Zentrum und |v4| der Geschwindigkeit, die in einem Inertialsystem
betrachtet wird. Der Geschwindigkeitsvektor ¥4 kann in einen Anteil mit der Erdrotation ¥
und einen Anteil ¢ relativ zur Erdrotation aufgeteilt werden. Somit setzt sich auch der gesamte
Drehimpuls aus einem Drehimpuls mit der Erdrotation, Mg, und aus einem Drehimpuls relativ

—

zur Erdumdrehung, M, , zusammen. In Vektorschreibweise lautet die Gl. (1) dann

M =DMq+ M, =Fxg+7x7T (2)
Der planetare Drehimpuls ist wie folgt definiert

Mg =7 x g =7 x (€ x 7), (3)

mit 7o als Geschwindigkeit der Erdrotation, die durch die Winkelgeschwindigkeit 0 ausge-
driickt wird. Auf Grund ihrer Dominanz wird nur die axiale Komponente der Winkelgeschwin-
digkeit betrachtet, die im allgemeinen in die z-Richtung gelegt wird. Die z- und y-Komponente
der Winkelgeschwindigkeit werden in erster Ndherung vernachléssigt, da diese sehr viel kleiner
als die z-Komponente sind. Somit lautet der Vektor fiir die Winkelgeschwindigkeit Q der Erde

. 0
Q=1|( 0
Q

Mit der Annahme, dass die Erde eine Kugel sei, ist der Orsvektor 7 von der Drehachse in
Kugelkoordinaten (), ¢, z) durch

|7 cos A cos ¢
=] |FlsinAcose |, |]=konstant
|7 sinp

bestimmt, wobei A die geografische Lange und ¢ die geografische Breite darstellt. Da die Héhe
der Atmosphire iiber dem Erdboden sehr viel kleiner als der Erdradius R ist, kann man |[7] & R
setzen und es ergibt sich

Rcos\cosp
7= RsinAcosyp
Rsinp

Eingesetzt in die Gl. (3) folgt

RcosAcosp
Mg = RsinAcosp | x
Rsingp

0 RcosAcosp
0
Q

—QR? cos Asinp cos g )

X | RsinAcosy
Rsing

Mg = —QR?sin Asin ¢ cos ¢
QR2cos? ¢



Bildet man das zonale Mittel, so erhalt man

1 2T 0
o] : = 5 [aher=] o
0 QR2c052<p

Die z-Komponente stellt den achsparallelen planetaren Drehimpuls Mg zu Q dar, so dass
im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Komponente des planetaren Drehimpulses parallel zur
Rotationsachse mit

Mg = QR%cos®¢ (4)

bezeichnet werden wird.

Zur Herleitung der Komponenten des relativen Drehimpulses MT geht man analog zum pla-
netaren Drehimpuls vor. Es sei die Winkelgeschwindigkeit w = dA/d¢ fir die z-Komponente
der zusédtzlichen Rotation durch den zonalen Wind u definiert. Die Grofle dX steht iiber das
Bogenmaf} mit der Grofle dz in der Beziehung

dz = dARcos ¢

und somit ist

dX B 1 dx U

YTar T Rcosp dt ~ Rcosg’

wobei u die zonale Windgeschwindigkeit kennzeichnet. Somit ergibt sich fiir den relativen
Drehimpuls mit der GI. (1)

M, = Fx¥=7x(&x7

—uR cos Asin

M, = —uRsin Asin ¢
uR cos ¢

Nimmt man in erster Ndherung an, dass der zonale Wind u nicht von A abhéngt, so folgt fiir
das zonale Mittel

1 27 0
[Mr] - 27/M,ﬂcu: 0
T 0 uR cosp

Dabher gilt fiir die achsparallele Komponente M, des relativen Drehimpulses M,
M, := wuRcose. (5)

Im nachfolgenden Text wird die Beschrinkung des konstanten zonalen Windes aufgehoben
und gezeigt, dass die Beziehung (5) ihre Giiltigkeit behélt. Man spricht von positivem oder
ostwértigem Drehimpuls, wenn dieser in West-Ost-Richtung gerichtet ist.

2.2 Die Komponenten der Drehmomentengleichung

2.2.1 Das Drehmoment

Die totale zeitliche Ableitung des Drehimpulsvektors stellt den Drehmomentenvektor dar

dM d . . . 47
H = &(TXU)—(TX&). (6)



Das axiale Drehmoment als Ableitung der axialen Komponente des Drehimpulses ist die Sum-
me aller Drehmomente, die auf das Luftpaket in zonaler Richtung wirken. Betrachtet man
zuniichst den planetaren Drehimpuls Mg, aus Gl. (3), so ergibt die totale zeitliche Ableitung
dMq/dt (siehe Holton, 1992) und Umschreibung in sphérische Koordinaten (z,y, z) — (A, ¢, 2)

4 g +u 0 + v 0 + w2
dt Ot RcospdX ROy 9z’
die Gleichung
= p—(Q
P~ pag (U cos” )
B 0Mgq 0Mq 0Mq 8MQ)
N ( ot +uRcos<,08)\+vR8<p+w 0z

= —2pvRQcos psin g + pw2RNQ cos®
= —pvfRcosp+ pfrfwR cos p.

Hierbei ist o die Dichte des Luftpaketes und
[ =2Qsingp und f* =2Qcosp (7)

sind die Coriolis-Parameter. Somit lautet die Anderung des planetaren spezifischen Drehim-
pulses

dMq
dt

—vfRcosp + ffwRcosy =: Tc, (8)

und die Grofle T bezeichnet das spezifische Coriolisdrehmoment.
Es folgt fiir die relative Anderung des Drehimpulses aus der zonalen Bewegungsgleichung (siehe
Peixoto & Oort, 1992)

dM, dp
o F)\Rcosgo—a

+vfRcosyp — ffwR cos g, (9)

wobei dp/dX den Druckgradienten und F die Reibungskraft in zonaler Richtung darstellen.
Mit Hilfe der Definition

10p
To = ——— 10
A o (10)
Trp = F\Rcosp und (11)
Tc = —vfRcosy+ ffwRcosp, (nach GI. (8)) (12)

wobei T das spezifische Druckdrehmoment und T das spezifische Reibungsdrehmoment dar-
stellt, folgt

dM,
dt

To+TF —Tc. (13)

Die Summe der beiden Gleichungen (8) und (13) ergibt fiir das absolute Drehmoment

dM

o To +1TF, oder

dM 10p

== = 22 F\Rcoso. 14
T ) + FyRcos (14)



Die Terme der rechten Seite der Gleichung (8) kennzeichnen Quellen oder Senken fiir den
planetaren Drehimpuls durch die Corioliskraft, wenn man der Bewegung folgt. Der planetare
spezifische Drehimpuls Mg ist bei konstantem 2 zeitlich konstant, die Terme der rechten Seite
der Gleichung (8) und die beiden letzten Terme der rechten Seite der Gleichung (13) kompen-
sieren sich. Dies bedeutet, dass ein Austausch zwischen relativem und planetarem Drehimpuls
ausschliefilich durch das Coriolisdrehmoment stattfindet.

2.3 Volumeneinheit und Volumenintegral fiir den Drehimpuls

Bis zu diesem Abschnitt wurde die Berechnung der spezifischen Gréfle beschrieben, d.h. es wur-
de ein Luftpaket je Masseneinheit in einem bestimmten Volumen betrachtet. Um die gesamte
physikalische Grofle des Luftpaketes zu erhalten, muss iiber das jeweilige Volumen integriert
werden

/q)dm = /Q(I)dV = /g@dxdydz.
14 |4 \4

2.3.1 Das Volumenintegral iiber die gesamte Atmosphire

Durch Umformung der totalen Ableitung von pM erhilt man (siehe Peixoto & Oort, 1992)

AM oM M OM  OM
PP = Prar TP TPy TP,
dM M

== = 405 VM

P Por TPV

Ein Vergleich mit der Gleichung (14) liefert

dM Ap oM
pﬁ = —aj‘F,OF)\RCOS(,O—pﬁ—F,OWM
9(pM) L Op
ot -V - (pM7©) — 2 + pF\R cos p. (15)

Die Gl. (15) ist die Flussform der Drehimpulsgleichung, die mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung
bestimmt wurde. Die lokale Anderung des Drehimpulses (Tendenz) wird durch die Konvergenz
des Drehimpulses, das Druckdrehmoment und das Reibungsdrehmoment bestimmt. Da iiber
die Masse m und somit iiber die Dichte p integriert wird, kann sich auch durch den Luftmas-
sentransport der planetare Drehimpuls bei konstanter Winkelgeschwindigkeit €2 d&ndern. Die
Anderung hat wie in GI. (8) ausgedriickt einen Einfluss auf das Coriolisdrehmoment, welches
iiber das gleiche Volumen integriert wurde.

Bildet man iiber die Gleichung (15) das Volumenintegral, muss man beachten, dass sich die
Integrationsgrenzen zeitlich in zonaler Richtung nicht dndern. Dies ist gegeben, wenn man
iiber die gesamte Atmosphére, einem Breitengiirtel oder iiber die Atmosphére eines bestimm-
ten Bereiches wie den Polkappen integriert. Fiir ein Volumen V findet man nach Anwendung
des Gauf’schen Integralsatzes

/25

dv = —/R2 cosgovadgpdz—/gidV—i-/,oF)\RcosgodV. (16)
v S v v

Die Geschwindigkeit v ist die senkrecht auf die z-A-Fliche des Volumens stehende Komponente
von v.



Wird iiber die Atmosphiire als Ganzes integriert, verschwindet der Konvergenzterm aus G1.(16),
da die Geschwindigkeit v an den Polen Null ist.

0

87f/pMdV = /g dV—i—/pF)\RcosgodV /pTodV—l—/pTFdV (17)

i

Der erste Term der rechten Seite ist das Integral iiber das Druckdrehmoment Tp und der
zweite Term der rechten Seite ist das Integral iiber das Reibungsdrehmoment mit der Erd-
oberfliiche Tr. Das heiBt, eine Anderung des Drehimpulses der Atmosphire erfolgt nur durch
den Austausch mit der Erde, wie spiater noch explizit gezeigt wird.

2.3.2 Die vertikale und zonale Mittelung des Drehimpulses fiir bestimmte Brei-
tenbereiche

Will man den partiellen Drehimpuls, d.h. den atmosphérischen Drehimpuls iiber eine Polkappe
oder einen Bereich an Breitengraden berechnen, so &ndern sich die Integrationsgrenzen in
Gl. (16) entsprechend und die Konvergenz des Drehimpulsflusses in den betrachteten Bereich
muss zusitzlich beriicksichtigt werden. Somit sind drei Groflen relevant, die die Tendenz des
Drehimpulses 9M /0t balancieren, das Gebirgsdrehmoment, das Reibungsdrehmoment und die
Konvergenz des Drehimpulsflusses.

Ausgehend von der Gl. (16) fiir das Volumenintegral wird iiber die folgenden Koordinaten
integriert

1
Integral iiber die Hohe: /Mpdz =—= /Md /Mgpdn (18)
n
Integral uiber die geografische Linge: [Mp] = / Mpdz = Rcosp / MpdX  (19)

Integral iber die geografische Breite: {Mp} = /Mpdx = R/Mpd(p (20)
P1 P1

mit 7(p) als Hybridkoordinate. Mit der hydrostatischen Ndherung erfolgt die Transformation
auf die Druckkoordinate und analog wird die Hybridkoordinate nach den ECMWF-Analysen
(Kallberg 2004) eingefiihrt, da die verfiigbaren Daten zur Berechnung auf Hybridflichen ge-
geben sind. Die Groflen ¢ und 9 bilden die Integrationsgrenzen eines Breitengiirtels. Mit
p1=-1/2 und o=y, ist eine Polarkappe der siidlichen Hemisphére definiert, wobei die Grifie
¢pe die Grenze der Polarkappe darstellt. Fiir die nordliche Polarkappe ist entsprechend ¢;=-
Ppe und po=m/2.

2.4 Die Groflen der Drehimpulsbalance
2.4.1 Das Druckdrehmoment bzw. das Gebirgsdrehmoment

Wird das Druckdrehmoment pTp iiber ein bestimmtes Volumen integriert, so erhilt man

/8pdV

Wie an der Gleichung zu sehen ist, wire das zonale Integral Null, wenn keine zonalen Druckgra-
dienten vorhanden wéiren. Am Boden stellen sich Berge der kontinuierlichen Druckinderung



in A-Richtung in den Weg und verursachen durch unterschiedliche Driicke an der Ost- und
Westseite des Berges ein Drehmoment. Die Vorzeichen sind positiv, wenn der Druck der At-
mosphére ostwirts abfillt. Fiir die Auswertung wird ein einfacher Trick verwendet. Man misst
fiir jeden einzelnen Berg, der auf einem Breitengrad der Bewegung entgegen steht, den Druck
westlich (py) und 6stlich des Berges (pg) und bildet die Differenz. Dies ist notwendig, da die
Bestimmung des kontinuierlichen funktionalen Zusammenhanges zwischen Druck p und zona-
lem Winkel A\ messtechnisch zu aufwiindig ist. Das Integral wird durch eine Summenformel
gendhert

- 0

To = —//{ 8§)\d)\} R? cos pdzdy (21)
Y2 0O

To =~ —//Z(p% — ply)dzR? cos pde.
¢1z0 °

Basierend auf der hydrostatischen Naherung (siehe Holton, 1992) erhélt man den linearen
Ausdruck

d 1
L —pg = dz = <—> dp.
dz rg

Die Integrationsgrenzen dndern sich durch p(zp) = pp und p(z = oco) = 0. Man kann nun fiir
das Druck-Koordinatensystem (A, ¢, p) schreiben

us
2 Po

To = / Z(z}; — 24 )dpR? cos pdep.
0 i

s
2

Eine andere Alternative zur Bestimmung des Druckdrehmoments zeigt, dass es allein durch
Daten der Oberfliche bestimmt. Daher wird dieses Moment im weiteren Verlauf Gebirgsdreh-
moment genannt. Man geht wieder von der Gl. (21) in Druck-Koordinaten aus und erhilt
durch partielle Integration

- o (7 020 | 4 g
To = _//{8>\ (,/pdz) —i—pa)\ }d)\R cos pdy
0
To = —/ <p%z;> dAR? cos pdep, (22)
S

wobei 0zg/0A die Ableitung der Orografie (Berge) in longitudinaler Richtung darstellt (siche
Peixoto & Oort, 1992). Diese Formel wurde in der Auswertung der ERA40-Daten in Abschnitt
3 angewandyt.

2.4.2 Das Reibungsdrehmoment

Das Reibungsdrehmoment beschreibt den turbulenten Austausch von Drehimpuls zwischen
der Atmosphire und der festen Erde. Aus GI. (11) geht hervor, dass das Reibungsdrehmoment
aus der Dichte p und der Reibungskraft F) berechnet werden kann. In der Niahe der Oberfliche
ist die Scherung 7y, in z-Richtung ausgepréigt, die Scherungen in A- und ¢-Richtung sind sehr
klein und vernachléssigbar. Dadurch ergibt sich

1 0Tz,

F, = - .
A p 0z

(23)



und das Volumenintegral wird zu einem Flichenintegral iiber die Oberfliche

Tr = /T)\ZR3 cos? pdAde.
S

Die explizite Berechnung der Scherung 7y, erfolgt in Abschnitt 3.2.4.

2.4.3 Der Drehimpulsfluss

Der Fluss des Drehimpulses ist gegeben aus der Gl. (16) mit

P2
J = /R2cosgovadg0.
P1

Auch hierbei lasst sich der gesamte oder absolute Fluss des Drehimpulses J in einen planetaren
Fluss Jq und einen relativen Fluss J, nach Gl. (2) sowie (18) und (19) aufspalten

P2
J o= [ B eospp(((Ma)) + [(M)])ude
¥1

Y2 P2
= /R4 cos® pQ [(pv)] dp + /R3 cos? ¢ [(puv)] dp = Jo + J,. (24)
¥1 P1

Durch die vorgegebene Richtung der meridionalen Geschwindigkeitskomponente v in nordliche
Richtung ist der Fluss J fiir die siidliche Polarkappe divergent, wihrend er fiir die nérdliche Po-
larkappe konvergent ist. Jedoch wurde dies bei der Berechnung der Polarkappen beriicksichtigt,
so dass fiir beide Polarkappen der Ubersichtlichkeit halber die Flusskonvergenz ausgewiesen
wurde. Der erste Term der rechten Seite entspricht der meridionalen Massenverteilung durch
die mittlere meridionale Zirkulation, wihrend der zweite Term die Impulsfliilsse der Wellen
reprisentiert.

2.4.4 Das Coriolisdrehmoment

In Abschnitt 2.2.1 wurde das Coriolisdrehmoment hergeleitet. Wie an Hand der Gl. (8) zu
erkennen ist, stellt dieses Moment den negativen Wert der totalen Ableitung des globalen
planetaren Drehimpulses dar und ist der Austauschterm zwischen dem relativen und planetaren
Drehimpuls

Te = 29QRcos g (wcosy —vsing)
Te = ffwRcosp — fuRcosp. (25)

Das Coriolisdrehmoment eines Volumenelementes berechnet sich aus

Te = /p(f*chosgo—vacosgo)RQ cos pd\dpdz = /pTCdV.
v v
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3 Methodik der Drehimpulsberechnung

3.1 Der Datensatz ERA40 des ECMWF

Zur Berechnung der Komponenten des Drehimpulses und dessen Ableitung wurden die tégli-
chen ERA40-Reanalyse-Daten des Européischen Zentrums fiir die mittelfristige Wettervorher-
sage (European Centre for Medium-Range Weather Forecasts, im weiteren ECMWF) vom 01.
Januar 1978 bis 31. August 2002 zu den Uhrzeiten 00:00, 06:00, 12:00 und 18:00 Uhr UT
verwendet.

Das ECMWF mit Sitz in Reading, UK, ist ein Kooperationsprojekt in Wissenschaft und Tech-
nologie der EU, welches im Jahre 1975 gegriindet wurde. Es ist eine unabhéingige Organisation,
welche von 28 européischen Staaten, darunter auch die Bundesrepublik Deutschland, finanziert
wird und mit einigen anderen Léndern zusammenarbeitet.

Die Aufgabe des ECMWF ist es,
e die numerischen Methoden fiir die mittelfristige Wettervorhersage zu entwickeln,

e die Daten fiir die mittelfristige Wettervorhersage aufzubereiten und den nationalen Wet-
terdiensten der Mitgliedsldnder zur Verfiigung zu stellen,

e die wisschenschaftliche und technische Forschung fiir die Verbesserung der Vorhersage
zu betreiben, die entsprechenden meteorologischen Daten zu sammeln und zu speichern.

Die Motivation fiir den ERA40-Datensatz ist es, einen erweiterten unabhingigen homogenen
Datensatz von Analysen vom September 1957 bis August 2002 fiir die Langzeitanalyse be-
reitzustellen, d.h. unabhingig vom Datensatz des NCEP(USA). Das atmosphirische Modell,
welches dem ERA40-Datensatz zugrunde liegt, ist auf der Web-Seite des ECMWEF (siehe [51])
ausfiihrlich beschrieben. Die ERA40-Daten haben folgende Auflésung

e 60 hybride Hohenschichten der Atmosphére bis ca. 65 km

e T159-Auflésung der sphirischen Harmonischen fiir die dynamischen Basisdaten, z.B. u,
v, p, T etc.

e zeitlicher dquidistanter Abstand von 6 Stunden zu den Uhrzeiten 00:00, 06:00, 12:00 und
18:00 Uhr UT.

Die Daten wurden von uns in einem Raster von 1°x1° aufbereitet, was fiir die Analyse der
Drehimpulsbalance ausreichend ist. Zu jeder der 60 Schichten sind die Gréflen zonaler Wind
u und der meridionale Wind v verfiigbar. Zusétzlich sind der Oberflichendruck pg, die Héhe
der Oberfliche zg, der zonale Wind u1g sowie der meridionale Wind v1g in 10 Meter Hohe, die
Temperatur in 2 m Héhe T und die Rauhigkeitslinge ry bestimmbar (siehe Kallberg et al.,
2004).

Von diesem Datensatz wurden nur die Jahre 1978 bis 2002 als homogener Satz zur Auswertung
herangezogen. Ab dem Jahr 1978 wurden fiir die Datenassimilation die Satellitenmessungen
herangezogen. Dadurch kann es sein, dass der gesamte 40-jihrige Datensatz inhomogen ge-
worden ist. In Weickmann et al. (2000) wurde eine Langzeitreihe des NCEP fur den absoluten
Drehimpuls, dem Reibungsddrehmoment und dem Gebirgsdrehmoment zusammen mit dem
»gravity wave torque“ Tz gezeigt und es ergaben sich Spriinge in der Darstellung der Groflen
um das Jahr 1977/78. Die von uns benotigten Daten zur Berechnung der Drehimpulsbalance,
die einen Umfang von ca. 1 TByte besalen, wurden per Datenleitung vom ECMWF zum AP
transferiert. Im nachfolgenden Abschnitt wird die numerische Berechnung der Komponenten
fur die Drehimpulsbalance erldutert.
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3.2 Die numerische Berechnung der Gréflen der atmosphérischen Drehim-
pulsbalance

3.2.1 Die Hybridkoordinate und die vertikale Integration

Wie im vorhergehenden Abschnitt bemerkt, ist die Atmosphéire im ERA40-Modell in 61 Hohen-
linien mit dem Index k gegliedert. Den 60 Modellschichten kénnen an Hand der 61 Parameter
ag—1/2 und by_1/o und dem normierten Bodendruck pg vertikale Druckwerte als Mittelwerte
des Druckes py der k-ten Schicht zugeordnet werden. Diese Parameter konnen entweder der
Web-Seite vom ECMWF oder Kallberg et al. (2004) entnommen werden. Die Hohenlinie k=1
ist die obere Grenze der Atmosphére mit dem Druck p;_;/o=0 hPa und die Héhenlinie k=61
entspricht dem Bodendruck pg. Dies bedeutet, dass die untere Schicht mit dem Boden mitlauft
und in den héheren Schichten horizontal stirker gegléttet wird. Mit Hilfe der Beziehung

Prk-1/2 = Qp_1/2+bg_1/2"po
Pk—1/2 t Pk41/2
Pk
2
Pr-1/2
Nk— = 3 26
2= (26)

wobei pp=1013 hPa der mittlere Luftdruck auf Meeresspiegelhohe darstellt, erhilt man die
n-Hohenschichten sowie mit

Pk—1/2 = Qg—1/2 + bg_1/2 - Ps (27)
kénnen die Driicke der jeweiligen Schichten auf der Grundlage des aktuellen Bodendruckes pg
berechnet werden und mit dem Mittelwert

1
Pk = 5(1%4/2 + Pry1/2)
der mittlere Druck p; der k-ten Hohenschicht.
Das Integral eine Grofle @ iiber die k-te Hohenschicht ergibt sich aus

o, = / ®dz.
E
Mit Hilfe der hydrostatischen Néherung lisst sich das Integral umschreiben
i)
¢, = — / —dp
’ Pg

und mit den Gln. (26) und (27) ergibt sich

)
o, = —/ﬁdn.
pg

Die Integrationsgrenzen verlaufen fiir die k-te Schicht von 7y /2 bis 7,1 /2, so dass das Hohen-
integral die Form

Ne+1/2

Dps Pps
O = / pigdﬁ = pig(nk-&-l/z — Mg—1/2)
Me—1/2

besitzt. Das Integral iiber die Gesamthohe ist die Summe der einzelnen k-Schichten der Grofie
®;, und lautet

60
(@ = > . (28)
k=1

12



3.2.2 Die horizontale Integration

Fiir die Integration muss mit Hilfe der Gl. (19) und (20) eine Diskretisierung durchgefiihrt wer-
den. Im vorigen Abschnitt wurde die Gleichung fiir den planetaren Drehimpuls je Massenein-
heit hergeleitet. Basierend auf der Gl. (4) erfolgt die Berechnung des planetaren Drehimpulses
jedes einzelnen Volumens

Maq(Xispj.26) = Am- Mg
Y ) = o-AV - MgR?cos? ¢
Mo\ @, k) = o0-QR%cos? p- ANAQAE

mit den Léngen

AN = dA - —
Rcosy 360

2r
Ap = Rd‘P‘%a

wobei die Winkel d\ und dy jeweils 1° betragen. Somit lautet die Gleichung des planetaren
Drehimpulses

- 2m 2r 1 ..

Mq(i,j,k) = QR?cos® p; - Rcospjd); - 360 9% 365 ;pS(ZJ)(nkﬂrl/Q — Mk—1/2)

~ r .

Ma(i,j, k) = QR* cos® Pj - (180)2 : QPS(%J)(%H/Q - nk—l/z)- (29)

Es ist ersichtlich, dass die Anderung des planetaren Drehimpulses zonal nur durch den Druck
hervorgerufen wird, da die anderen Gréfien alle Konstanten sind.
Der relative Drehimpuls wird nach Gl (5) berechnet

~ . .. 2 2r 1 .

Mr(zajak) = u(la]a k)RCOS ‘2 R cos ‘deAZ : % ‘R ®j - ﬁ ' ;pS('La])(nk—l—l/Q - 77]6—1/2)
~ L . T 5l

Mr(Z,j, k) = U(Z,j,k)R COS <p](180) pS( j)(nk+1/2 _"71971/2) (30)

und der absolute Drehimpuls ist die Summe des relativen und planetaren Drehimpulses

M(Zajak) = MQ(Zajak)-i_MT(Za]ak)
~ T o9l
M(i, j, k) = R? cos” @j(flso)ggps(%ﬂ)(nkﬂ/g - 77k—1/2)

(u(i,j,k) + QRcos ;). (31)
Bildet man das Integral iiber die gesamte Hohe und die geografische Liange nach Gl. (18) und
(19), so erhilt man
R 360 60
M@G) = [(MG,5.8)]) =D M,k

i=1 k=1

den Drehimpuls eines Breitengrades. Die weiteren Grofien der Drehimpulsbalance ergeben sich
analog.

13



3.2.3 Besonderheit bei Berechnung des Gebirgsdrehmomentes

Im Modell des ECMWF wurde zu Bestimmung der zonalen Orografievariation eine Niherung
durch eine Fouriertransformation basierend auf den sphérischen Harmonischen mit T159 zu
Grunde gelegt. Da dies nur eine Anpassung an die wahre Orografie darstellt, werden nicht
alle Erhebungen korrekt wiedergegeben, so dass es zu Abweichungen in der Auswertung der
Messdaten kommt. Diese Abweichungen werden im allgemeinen durch die Grofle ,gravity wave
drag“ T erfasst. Eine Studie von Brown (2004) befasst sich mit dem Einfluss der Auflssung
der sphérischen Harmonischen auf das Gebirgsdrehmoment und kommt zu dem Schluss, dass
die Abweichungen des Gebirgsdrehmomentes unter 10 % liegen. Daher wird von einer Berech-
nung des T abgesehen und vernachlissigt.

Weiterhin wurde bei Testrechnungen festgestellt, dass es vor allem im Bereich der Anden mit
einem besonders starken Anstieg der Orografie mit der geografischen Léinge zu grofien Abwei-
chungen in der Drehimpulsbalance durch das Gebirgsdrehmoment kommt. Um diese Abwei-
chungen zu minimieren, wurden einerseits die Daten der Orografie iiber ein laufendes Mittel von
drei Werten in der geografischen Linge und Breite geglittet und eine Parabelapproximation
nach Zurmiihl (1965) durchgefithrt. Andererseits wurde wie in Swinbank (1985) beschrieben,
eine differenzierte numerische Berechnungsmethode angewandt, die in der Arbeit als Methode
C bezeichnet wurde. Diese Methode wird angewandt, wenn der normierte Gradient der Oro-
grafie den Wert |120000] ibersteigt.

Ausgehend von der Gl (22) wird das Gebirgsdrehmoment fiir die Orografie berechnet, die an
den Gitterpunkten vorgegeben sind

. 0
To = —/To(i,j)d)\dgoz —/ <p;>?> dAR? cos pdyp
S S
o ps(i,9) 020, . pa o T \2
T, = - o =
o(i,J) FRY (6, 7) R cos” p(1o5)

und fiir dzp/OA > 120000
ps(i+1,5) —ps(t—1,7) 020 . a9 T o
- - ; - — ——(%,7)R" cos —)°.
g (ps(i + 1,90) — In (ps(i — 1.7))] o1 9 o #ig)
Vergleiche und Tests, die im Rahmen der Berechnung auf der Grundlage der Fourierapproxi-

mation der Orografie durchgefiihrt wurden, zeigen den Vorteil dieser Berechnungsmethode in
der Drehimpulsbalance auf.

TO(ZaJ)

3.2.4 Besonderheiten bei der Berechnung des Reibungsdrehmomentes

Fir die Berechnung der zonalen Spannung am Boden 7,5, war es nicht moglich, die ERA-
40-Daten direkt zu nutzen, da sie fiir die Analysen nicht gespeichert werden, sondern als
akkumulierte Werte der Vorhersagen bestimmt werden. Es wurde sowohl in den Vorhersage-
modellen des ECMWF und des NCAR Abweichungen bei der Berechnung der Scherspannung
T, aufgezeigt (siehe Madden & Speth, 1995). In Anlehnung an Peters & Ziilicke (2006) wurde
deshalb eine Bulkformel genutzt, die eine gute Niherung darstellt. Die Daten des Windes in
10 m Hohe und die Rauhigkeitslinge ry werden herangezogen und es wird die zonale Scherung
durch

Taa(i, §) = Qs(i,j)CD(i,j)\/Ulo(iaj)Q +v10(4, §)* - u10(i, ) (32)
mit
Cnli ) K3
D\, J) = _
n* (358 +1)
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ermittelt, wobei Kj; = 0,4 die von Karman-Konstante darstellt. Fiir alle Regionen mit einer
Rauhigkeitslinge ro > 0,03 m wurde der Wert rg = 0,03 m gesetzt. Diese Vereinfachung wird
in White (2003) beschrieben. Die Dichte p wird aus den verfiigharen Daten berechnet

o\t, e |
G = RnGg)

wobei die Temperatur 75 in 2m Hohe wie auch der Bodendruck pg den Beobachtungsdaten
entnommen werden.

Aus den Gln. (11) und (23) folgt fiir das Reibungsdrehmoment
plTr = —7,5 Rcosp.

Uber die Oberfliche von 1°x1° integriert ergibt sich

T .. E— . b3 2 LQ
F(Z7]) T)\(Z7J)R Cos (p(lgo)

und das zonale Reibungsdrehmoment berechnet sich aus

) 360
Tr(j) = =Y Tr(i,j)
i=1

Peters & Ziilicke (2006) zeigen fiir den September 2002 einen Vergleich der Resultate zwischen
den Vorhersagewerten der Scherspannung zu denen der Bulkformel. Die Unterschiede sind
gering.

3.2.5 Gezeitenfilter und Berechnung der Drehimpulstendenz

Die sechsstiindlichen Daten des Tages wurden zu einem Tagesmittelwert zusammengefasst,
um die Gezeitenschwankungen herauszufiltern. Nach der Berechnung der einzelnen Grofien fiir
die Drehimpulsbalance wurde bis auf das Gebirgs- und Reibungsdrehmoment, welche nur an
der Erdoberfliche wirken, vertikal und zonal integriert, so dass die Werte als zonales Mittel
vorliegen. Die numerische Berechnung der lokalen Ableitung des Drehimpulses OM /0t erfolgte
nach der Methode der endlichen Differenzen, d.h. es wurde die Differenz der Vorgéinger und
der Nachfolger der Tageswerte fiir M gebildet und durch den Zeitintervall von zwei Tagen
dividiert

OM(n)  M(n+1)—M(n—1)
o 2At
sowie fiir den ersten Tag
OM(1)  M(2)— M(1)
o At

und fiir den letzten Tag des Monats

OM(N) M(N)—M(N —1)

ot At ’

wobei n den Tag des Monats und NV die maximale Tagesanzahl des Monats definiert. Es wurden
zum Anfang und Ende des Monats einseitige Differenzen gebildet, da sich eine monatsiiber-
greifende Differenzenbildung numerisch zu aufwindig gestalten wiirde.
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4 Die Mittelwerte und Standardabweichungen der Groéflen der
Drehimpulsbilanz

4.1 Der Drehimpuls

Breite Mittelwert Standardabweichung | Maximum Minimum

Mq M, Mg, M, Mq M, Mq M,
GLO | 90°S bis 90°N | 1018 | 15,10 | 0,6190 2,473 1019 | 21,84 | 1016 | 8,709
NHE | 0° bis 90°N | 478,6 | 5,950 | 0,5164 4,340 480,4 | 14,31 | 476,9 | -2,176
SHE 90°S bis 0° 539,1 | 9,155 | 0,6638 2,690 541,0 | 14,46 | 536,9 | 2,691
PCN | 60°N bis 90°N | 9,934 | 0,3129 | 0,2536 0,181 11,00 | 0,91 | 9,000 | -0,300
MBN | 30°N bis 60°N | 128,7 | 4,364 | 0,3648 1,301 130,1 | 7,56 | 127,3 | 1,740
STN | 10°N bis 30°N | 209,6 | 2,052 | 0,3889 2,800 210,6 | 8,53 | 208,6 | -2,963
EQU | 10°S bis 10°N | 263,3 | -1,523 | 0,2244 0,879 264,1 | 1,07 | 262,5 | -3,613
STS | 30°S bis 10°S | 227,3 | 1,706 | 0,4582 1,619 228,5 | 5,60 | 226,1 | -2,529
MBS | 60°S bis 30°S | 162,7 | 7,250 | 0,2919 1,216 163,9 | 10,70 | 161,8 | 4,238
PCS | 90°S bis 60°S | 16,17 | 0,9427 | 0,0787 0,385 16,50 | 1,981 | 15,93 | -0,163

Tabelle 1: Statistische Grofien des planetaren Drehimpulses Mq und des relativen Drehimpulses M,
in 107 Has (10%°kgm?s~!) fiir die Jahre 1978-2001 basierend auf den ECMWF-Reanalysen des ERA40-
Datensatzes

Die Datenbasis dieser Berechnungen bilden die ERA40-Reanalysen fiir die Jahre 1978-2001
und sie beruhen auf den vorher angegebenen Formeln sowie Integralen und deren numerischen
Auswertung (sieche Abschnitt 2 und 3). In der Tabelle 1 werden die statistischen Grundgréfien
Mittelwert, Standardabweichung sowie Maximal- und Minimalwert des planetaren Drehimpul-
ses Mq und relativen Drehimpulses M, fiir verschiedene Breitenbereiche gezeigt. Es werden
die globalen Drehimpulse (GLO), jene der Nordhemisphire (NHE, 0°-90°N) und der Siidhe-
misphire (SHE, 90°S-0°) sowie der Breitenbereiche Polarkappe Nord (PCN, 60°-90°N), mitt-
lere Breiten Nord (MBN, 30°-60°N), Subtropen Nord (STN, 10°-30°N), der tropische Bereich
(EQU, 10°S-10°N), Subtropen Siid (STS, 30°-10°S), mittlere Breiten Siid (MBS, 60°S-30°S)
und Polarkappe Siid (90°-60°S) betrachtet. Die Hadleyzelle bestimmt die Bereiche STN, EQU
und STS, die Ferrelzelle die Bereiche MBN und MBS sowie die Polarzelle die Bereiche PCN
und PCS. Aus der Tabelle lassen sich folgende Resultate feststellen:

1. Der globale planetare Drehimpuls ist ungefiahr zwei Groflenordnungen gréfler als der
relative Drehimpuls, da die Rotationsgeschwindigkeit auf der Oberfliche der Erde etwa
250 ms~! und die mittlere zonale Windgeschwindigkeit nur ~ 10 ms~! betrigt.

2. Der planetare Drehimpuls der Siidhemisphire ist um etwa 60 - 107 Has groBer als der
der Nordhemisphére. Dies liegt hauptsichlich an der Konzentration der Landmassen mit
ihren Gebirgen auf der Nordhalbkugel. Die Masse der Atmosphére ist daher auf der
Stidhalbkugel grofler und besitzt mehr Drehimpuls.

3. Der planetare Drehimpuls der siidlichen Polarkappe ist um etwa 6 - 10° Has grofer als
der der nérdlichen Polarkappe, obwohl Antarktika eine Eiskappe von bis zu 3000 m
Hohe aufweist. Die mittleren Temperaturen vor allem in den unteren Luftschichten sind
bedeutend niedriger als auf der nérdlichen Polarkappe, was zu einer grofieren Dichte der
Luft und somit einer grofleren Luftmasse fiihrt.
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4. Der planetare Drehimpuls steigt vom Pol zum Aquator an, da der Abstand der Luft-
massen von der Drehachse zum Aquator hin zunimmt und auch gréflere Luftmassen zu
beriicksichtigen sind.

5. Das Verhiltnis des planetaren Drehimpulses zum relativen Drehimpuls nimmt zu den
Polen ab und betrigt fiir die Polkappen nur noch in etwa das 20- bis 30-fache.

6. Der relative Drehimpuls am Aquator ist im Mittel negativ auf Grund der vorherrschen-
den Ostwinde, aber es treten auch téigliche negative Werte fiir die Nordhemisphére, die
Polarkappen Nord und Siid sowie die Subtropen Nord und Siid auf.

7. Der relative Dehimpuls fiir die siidliche Polarkappe ist etwa dreimal so grof§ wie der
der nordlichen Polarkappe. Hieraus kann man auf eine stérkere zonale Luftbewegung
schlieflen.

8. Der relative Drehimpuls fiir die siidlichen mittleren Breiten ist fast zweimal so grof wie
der der nordlichen mittleren Breiten, da der Polarwirbel im Winter bis in den Breiten-
beich um die 30° hineinreicht und die siidhemisphéirischen Westwinde in der unteren
Troposphére durch die geringere Rauigkeit der Wasseroberfliche stirker sind.

9. Die Standardabweichung ist global fiir den relativen Drehimpuls M, ungefihr viermal
so grof} wie die Standardabweichung des planetaren Drehimpulses, obwohl der planetare
Drehimpuls Mg um zwei Groflenordnungen hoher liegt. Daraus folgt, dass der relative
Drehimpuls eine gréflere Variabilitdt auf Grund der Dynamik aufweist. Die Standard-
abweichung des relativen Drehimpulses ist in allen Breitenbereichen gréfler als die des
planetaren Drehimpulses mit Ausnahme der Polarkappe Nord, wo sie in etwa vergleichbar
sind. In der Polarkappe Siid ist die Standardabweichung des planetaren Drehimpulses
um 1/5 kleiner als die des relativen Drehimpulses. Der relative Drehimpuls stellt den
Hauptfaktor fiir die Anderung des absoluten Drehimpulses der Atmosphire dar.

4.2 Der Drehimpuls im Vergleich verschiedener Datensétze

Zur Priifung der Ergebnisse des berechneten Drehimpulses werden Zeitreihen aus der Literatur
herangezogen. In Peixoto & Oort (1992), Tab. 11.1, S. 244 wurden die Jahresdurchschnittswer-
te sowie die Sommer- und Winterwerte des relativen Drehimpulses M, global, der Nord- und
Stidhemisphére der Zeitreihe Peixoto & Oort (NMC-Analysen von 1963-73) mit der Zeitrei-
he von Rosen & Salstein (NMC-Analysen von 1976-87) verglichen. Zusitzliche werden hier
die Reanalysedaten des ECMWEF von 1978-2001 zum Vergleich herangezogen. Die aus den

Jahr DIF JIA DJF-JJA
P&O | R&S | ERA40 | P&O | R&S | ERA40 | P&O | R&S | ERA40 | P&O | R&S | ERA4D
GLO | 12,9 | 14,1 15,1 144 | 15,8 16,5 97 | 114 12,1 4,7 14 14
NOE | 5,3 5,7 5,9 9,6 9,4 10,7 0,2 14 0,2 9.4 3 10,5
SHE | 7,6 8,4 9,2 18 6,4 5,8 95 | 10,0 11,9 47 | 36 6,1

Tabelle 2: Vergleich des globalen und hemisphérischen relativen Drehimpulses M, in 102°kgm?s~!) von
Peixoto & Oort 1983 (P&O) fiir die Jahre 1963-1973, Rosen & Salstein 1983 (R&S) fiir die Jahre 1976-
1987 mit den berechneten Werten im Rahmen dieser Diplomarbeit fiir die Jahre 1978-2001 (ERA40)

ECMWF-Daten berechneten Drehimpulse liegen fiir das Jahr {iber denen von Peixoto & Oort
und auch von Rosen & Salstein. Dies kann darin begriindet sein, dass die ERA40-Daten bis
zu einer Hohe von ca. 65 km Hohe in 60 Schichten aufgenommen werden und die NMC-Daten
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bis zu einer Hohe bis 50 km in 18 Schichten. Die Auswertung der ECMWF-Daten ergeben
einen mittleren jihrlichen relativen globalen Drehimpuls von 15,1-107 Has. Dieser Wert liegt
iiber denen von Rosen & Salstein sowie Peixoto und Oort (Tabelle 2). Diese Abweichung setzt
sich ebenso in den beiden Hemisphiren mit 5,9-107 Ha fiir die Nordhalbkugel und 9,2-10” Has
fiir die Siidhalbkugel fort. In den Wintermonaten von Dezember bis Februar ist der globa-
le relative Drehimpuls mit 16,5-107 Has um 4,4-107 Has gréfer als in den Sommermonaten
Juni bis August. Wie aus den Hemisphiiren zu erkennen ist, kommt der Hauptanteil fiir den
globalen relativen Drehimpuls im Sommer von der Siidhalbkugel mit 11,9-107 Has gegeniiber
0,2-107 Has von der Nordhalbkugel, wogegen in den Wintermonaten der Hauptanteil von der
Nordhalbkugel mit 10,7-107 Has gegeniiber 5,8-107 Has von der Siidhalbkugel kommt. Es ist
an Hand der Differenz aus den Wintermonaten zu den Sommermonaten zu sehen, dass die
groflere Variabilitidt des relativen Drehimpulses {iber das Jahr aus der Nordhalbkugel kommt.
Der Unterschied des relativen Drehimpulses zwischen dem Sommer und dem Winter ist dort
doppelt so grofl wie auf der Siidhalbkugel (siehe Tabelle 2).

4.3 Die Griéfien der Drehimpulsbalance

global(GLO) Polarkappe Nord (PCN) | Polarkappe Siid (PCS)
Mittelwert Stdabw. | Mittelwert Stdabw. Mittelwert  Stdabw.
8{;\;[ 0,060 25,05 0,014 5,42 -0,011 8,49
8%9 -0,003 14,93 0,005 1,59 -0,002 2,44
ag;[r 0,057 20,44 0,009 95,36 -0,009 8,81
To 9.15 20,42 3,98 5.13 2,21 5,10
Tr 3,32 12,34 20,19 1,64 23,83 4,16
To 12,96 21,01 20,24 3,38 2,03 456
J 0 0 23,43 11,86 0,03 11,35
Jo 0 0 20,93 6,22 2,16 5,86
J, 0 0 22,50 11,69 2.13 12,27
S 12,47 } 0,36 - 21,65 }
Sa 12,96 - 1,17 - 20,13 ;
S, 20,49 : 1,53 . 1,52 5

Tabelle 3: Mittelwerte und Standardabweichungen der Drehimpulstendenz absolut, planetar und re-
lativ, des Gebirgs-, Reibungs- und Coriolisdrehmomentes sowie der Fliisse absolut, planetar und rela-
tiv fiir die Polarkappen Nord und Siid sowie global. Die Summen S, Sg und S, aus Momenten und
Fliissen sind zum Vergleich mit den Ableitungen des Drehimpulses aufgefiihrt. Die Groflen sind in Ha
(10" kgm?s~?) angegeben.

In diesem Abschnitt werden die Gréfien der Drehimpulsbalance iiber zwei Wege entspre-
chend der Gln. (2), (8)-(14) und (24) prisentiert, wobei sich auf die globalen Gréen sowie die
der Nord- und Siidpolarkappe konzentriert wird. Die Summen der Drehmomente der rechten
Seite ergeben sich global laut Gl. (14), (8) und (13) aus

S = TO +TF7
Tc
S, = To+Tr—Tc,

&3
I
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fiir die Siidpolarkappe wegen der Konvergenz des Flusses aus

S = To—i-TF—j,
So = Te—Jo
S, = To—i-TF—Tc—jT.

Fiir die Nordpolarkappe wird wegen der Divergenz des Flusses das Vorzeichen fiir den Fluss
vertauscht. In der Tabelle 3 ist zu sehen, dass die Ableitung des Langzeitmittels des relativen
Drehimpulses M,, des planetaren Drehimpulses Mg und des absoluten Drehimpulses M klein
sind. Dies stimmt mit der Annahme iiberein, dass der Drehimpuls iiber einen Zeitraum von
mehr als 30 Tagen eine Erhaltungsgrofie sein sollte.

Fiir die globalen Gréfien der Drehimpulsbalance wére zu erwarten, dass das Langzeitmittel des
Gebirgsdrehmomentes Tp laut Gl. (14) gleich dem des negativen Reibungsdrehmomentes T
ist und das Coriolisdrehmoment nach G (8) im Langzeitmittel gegen Null geht. Es ergibt sich
jedoch fiir das globale Gebirgsdrehmoment ein Wert von 9,15 Ha und fiir das Reibungsdreh-
moment ein Wert von 3,32 Ha. Die Summe der rechten Seite betrigt 12,49 Ha fiir die zeitliche
Ableitung von M. Ungefiihr die gleiche Summe wird fiir S mit 12,96 Ha berechnet. Nur der
Wert fiir die Tendenz des relativen Drehimpulses stimmt nach Gleichung (13) mit einem Wert
von -0,49 Ha gut mit der Theorie und dem durch die direkte Ableitung ermittelten Wert von
0,06 Ha iiberein.

Fiir die Polkappe Nord von 60°N bis zum Nordpol kann gesagt werden, dass die Werte fiir die
Ableitung von M, Mq und M, durch die Differenzenbildung zu Null gehen. Fiir die Polkappe
flieit noch ein zusétzlicher Wert durch den divergenten Fluss von Drehimpuls J in die Berech-
nung ein. Es ergibt sich durch die Berechnung von Ty, Tr T¢ und J eine Differenz von 0,36
Ha fur OM/0t, von 0,23 Ha fiir 0Mq/0t und von 1,53 Ha fiir M, /0t. Dies bedeutet eine
gute Ubereinstimmung mit den theoretischen Betrachtungen.

Wie in Egger (2003) beschrieben, wurden fiir die zeitgemittelten Summen S der globalen Dreh-
momente Tp und TF fiir den ERA15-Datensatz ein Wert von -16,5 Ha und fiir den NCEP-
Datensatz ein Wert von -10,9 Ha, welche eine geringere Auflosung besitzen, im Vergleich zum
ERA40-Datensatz mit 12,5 Ha ermittelt. Dies bedeutet, dass in diesen Datenséitzen ebenfalls
eine Imbalance in der absoluten Drehmomentengleichung besteht. Auflerdem folgt, dass die At-
mosphére ohne innere Reibung in 65 Tagen um ca. 1 ms~! bei M /0t ~12,5 Ha beschleunigt
werden wiirde. Dies steht im Gegensatz zur Beobachtung und die Ursache muss in den Daten
und der Berechnung zu suchen sein. Wendet man sich den Werten fiir die Polarkappe Siid zu,
so sind die zeitlichen Ableitungen des Drehimpulses durch die endlichen Differenzen iiber das
Langzeitmittel ebenfalls zu Null berechnet worden. Bestimmt man nun die Ableitungen der
Drehimpulse, so ergeben sich die Differenzen fiir 0M /0t von -1,65 Ha, fir 0Mq /0t von -0,13
Ha und fir OM, /0t von -1,52 Ha. Dies stellt ebenso wie die Werte der Polarkappe Nord eine
gute Ubereinstimmung mit den theoretischen Annahmen dar.

Der mittlere Jahresgang stellt eine Quelle der Imbalance der Drehmomentengleichung dar (sie-
he Lott et al., 2004), wie es aus den Berechnungen (nicht gezeigt) hervorgeht, in denen der
Jahresgang von den Werten der Zeitreihe abgezogen wird. Besonders kommt der Jahresgang
bei der Betrachtung der Kovarianzen der Zeitreihen zum Tragen. Deshalb wird im weiteren
Verlauf der Arbeit der mittlere Jahresgang separat diskutiert und in den folgenden Abschnitten
von der Zeitreihe abgezogen.
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5 Das Spektrum des Drehimpulses, seiner Tendenz und der
Drehmomente

Die physikalischen Gréflen der Drehimpulsbalance liegen als Zeitreihen mit einem gemittel-
ten Wert je Tag vor. Um eine weitere Auswertung solcher Zeitreihen vorzunehmen, wandelt
man die Zeitreihe in ein Frequenzspektrum um. In einem Frequenzspektrum werden die Os-
zillationen in einer Zeitreihe sichtbar. Dieser Abschnitt befasst sich mit der Auswertung des
Leistungsspektrums der Zeitreihe.

5.1 Die Grundlagen der Berechnung des Spektrums

Die Betrachtung des Spektrums einer physikalischen Gréfie gibt Aufschluss iiber die Frequenz-
verteilung einer Zeitreihe. Bei einer spektralen Betrachtung der Zeitreihe méchte man erken-
nen, welche Oszillationen diese Zeitreihe beinhalten und wie stark diese Oszillationen sind. Die
Darstellung der verschiedenen Frequenzen v erfolgt in ganzzahligen Vielfachen der Grundfre-
quenz, welche durch die Lange T = 9009 Tage der Zeitreihe durch

1

Vmin = T

vorgegeben ist. Die obere Schranke der Frequenzdarstellung ist durch die Nyquist-Frequenz
gesetzt und entspricht dem zweifachen Wert des Zeitschrittes At = 1 Tag der Zeitreihe, da
eine Sinus- oder Kosinusfunktion erst durch zwei Punkte eindeutig bestimmt wird

1
e = 5T

Die Fouriertransformation einer Funktion f(¢) ergibt sich aus

fw) = [1wear (33)

Liegen nur diskrete Finzelwerte vor, so wird die diskrete Fouriertransformation angewandt,
die sich aus der obigen Gleichung mit Hilfe von

N
/f(x)dx ~ Zf(mn)Am
n=1

fiir N>>1 ergibt

f(wm)

2
g
=
s°
=
L

£
&

mit 7= N - At. Aus wy, = 2mm/T und t = n - At folgt

_ i2rmn

T N
f(’/m) ~ N Z f(tn)e r . (34)
n=1

Zur Berechnung der Frequenzwerte wurde eine Fortran-Routine aus Marple (1988), S.55 f
verwendet. Sie basiert auf dem Algorithmus der schnellen Fouriertransformation (FFT) nach
Cooley & Tukey (1965). Bedingung der FFT ist, dass die Anzahl der Werte der Zeitreihe ei-
ne Potenz von zwei sein muss. Daher wurden 8192 Werte einer Zeitreihe vom 01.01.1978 bis
05.06.2000 zur Berechnung des Spektrums herangezogen. Ebenso wurden die Zeitreihen einer
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Priifung des Aliasingeffektes unterzogen, d.h. das Spektrum einer ungefilterten Zeitreihe und
das Spektrum der Zeitreihe mit Hanning-Fenster (siche Taubenheim, 1969) verglichen. Bei
der Auswertung beider Spektren wurde festgestellt, dass eine Datenmanipulation der Zeitrei-
he durch das Hanning-Fenster zur Verhinderung des Aliasing nicht notwendig ist. Weiterhin
wurden die Zeitreihen in 4 gleich grofie Teilzeitreihen mit 2048 Datenpunkten zerlegt, um die
Robustheit des Spektrums zu bewerten (nicht gezeigt). Es stellt sich heraus, dass die Teilspek-
tren gut mit dem Gesamtspektrum mit 8192 Datenpunkten iibereinstimmen.

In den Darstellungen des Spektrums wurde die Frequenzachse logarithmisch eingeteilt, damit
die niedrigen Frequenzen auch gut aufgelost werden. Die Leistungsspektraldichte, die sich aus
dem Fourierkoeffizienten ¢, = %(am + iby,) durch

E(vm) ¢ la2 +0b%

At At 4 At
berechnen lisst, muss bei logarithmischer Auftragung der Frequenz mit der jeweiligen Fre-
quenz multipliziert werden, damit die Flachererhaltung unter der Kurve erhalten bleibt. Dies
ist gleichbedeutend mit dem Parsevalschen Theorem zur Erhaltung der Energie bei der Fou-
riertransformation (siehe Weickmann et al. 2000, Marple 1988).

P(vy) =

5.2 Das Spektrum des relativen Drehimpulses

Wie im Abschnitt 4.1 herausgestellt, ist die Variabilitit des relativen Drehimpulses grofler als
die des planetaren Drehimpulses (siehe Tab. 1). Daher liegt auch die gesamte spektrale Lei-
stung des planetaren Drehimpulses unter dem des relativen Drehimpulses.

In den Abb. 1-2 ist die Leistungsspektraldichte P(v) multipliziert mit der zugehérigen Fre-
quenz v in Abhéngigkeit der Frequenz v mit Jahresgang (Abb. 1) und nach Abzug des mittleren
Jahresganges (Abb. 2) aufgetragen. Zur Auswertung des Spektrums wird sich aus Verstéind-
nisgriinden auf die Periode der Schwingung als dem Inversen der Frequenz bezogen.

Die Abb. la-c zeigt, dass fiir den globalen relativen Drehimpuls und dem relativen Drehimpuls
der Siidpolarkappe der Jahresgang (365 Tage) und der Halbjahresgang (182 Tage) die domi-
nierenden Moden darstellen. Sie liegen um ca. eine Groflenordnung iiber den Moden mit einer
Periode von 20 bis 100 Tagen. Der Jahresgang des Drehimpulses der Polarkappe Nord ist ca.
dreimal so grofl wie die Moden um die 30 Tage, d.h. er ist nicht so stark ausgeprigt wie auf der
siidlichen Polarkappe. Der Jahresgang ergibt sich als externer Mode, der durch den Umlauf
der um etwa 23° gegen die Ekliptik geneigten Erde um die Sonne hervorgerufen wird. Um eine
bessere Auswertung der restlichen Moden des relativen Drehimpulses durchfithren zu kénnen,
wurde aus den Werten des gleichen Tages des Jahres der Mittelwert gebildet und dieser von
dem tatsichlichen Tageswert abgezogen. Diese Methode besitzt den Vorteil gegeniiber einem
Filter oder Setzen der jeweiligen Frequenz auf Null im Frequenzraum, dass die Varianz des
Jahres untereinander erhalten bleibt.

Nach Herausnahme des Jahresganges in Abb. 2a-c zeigt das beobachtete Spektrum spektrale
Leistungen im intrasaisonalen Bereich ansteigend von einer Periode ab 5 Tagen bis zu einem
Maximum, der in einem Bereich von ca. 30 Tagen liegt. Aulerdem zeigt sich eine Spitze bei
einer Periode von 800 bis 900 Tagen im globalen Spektrum. Auffallend ist, dass der Bereich der
Perioden von 100 bis 500 Tagen nach Reduktion des Jahres- und Halbjahresganges nur schwach
besetzt ist. Die Spitze bei 800 bis 900 Tagen kann der quasibiennalen Oszillation (QBO) der
Stratosphére zugeordnet werden. Da die QBO in der Lénge der untersuchten Zeitreihe nur
ca. 10 Schwingungen ausfithrt, wird sie statistisch nicht weiter behandelt. Es wird hier auf
Andrews et al. (1987), Lindzen & Holton (1968), Baldwin et al. (2001) u.a. verwiesen. Ebenso
wird die Spitze bei ca. 1800 Tagen (5 Jahren) vernachléssigt, welche der El-Nino-Southern-
Oscillation (ENSO) zugeordnet werden konnte. Die Perioden um die 40 bis 60 Tage werden mit
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Abbildung 1: Spektren des relativen Drehimpulses M, mit Jahresgang global (a), fiir die Polarkappe
Siid (b) und die Polarkappe Nord (c)

22



Spektrum relativer Drehimpuls global ohne Jahresgang

Periode in Tagen
10000 1000 100 10 2

8x10° T O | 1 L O T (| 1 1 | O T 1 L | T S | 1

Q
~

LLLILLLL

6x10°

LLLLLLL]

| |II||I|

ax10®

(NNNNEREN

2x10°

LLLLL]

1l

Leistungsspekirum*Frequenz des Drehimpulses global in He?s?

ox10° T T T T T 1T T LE R O % |

0.0001 0.001 0.01 0.1 0.5
Frequenz in 1/Tag

Spektrum relativer Drehimpuls Polarkappe Sud ohne Jahresgang
) Periode in Tagen
10000 1000 100 10 2

3)(107 | T 1 1 | T — 1 1 T T T S— 1 1 T T S — 1

o

(I 0

JIM |
i

0.0001 0.001 0.01 0.1 0.5
Frequenz in 1/Tag

2x107

1x107

L

I

Leistungsspektrum*Frequenz des Drehimpulses PCS in Ha%s?
198 0 1 |

C) Spektrum relativer Drehimpuls Polarkappe Nord ohne Jahresgang
Periode in Tagen
10000 1000 100 10 2
3?’12X107 LEA AL LA 1 1 S O T | 1 1 Li ...k 1 1 B (D W . (] ] 1
] ° -
X sl
= -
= —
< -
a. —
] .
=N o -
E 8.0x10
= ]
—
o -
@ 3
D
K- 7
s I
@
= .
T o ]
&L 4.0x10
E -
=
= .
5]
>3 T
=3 -
s ]
7] .
3 o0.0x10° T
0.0001 0.001 0.01 0.1 0.5

Frequenz in 1/Tag

Abbildung 2: Spektren des relativen Drehimpulses M, ohne Jahresgang global [a)], fiir die Polarkappe
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der Madden-Julian-Oszillation (MJO) in der tropischen Troposphire in Verbindung gebracht,
welche in Madden & Julian (1971, 1994) beschrieben wird. Oszillationen im 30-40-Tage-Band
werden vor allem durch auflertropische Oszillationen durch die grofien Gebirgsregionen der
Anden, des Himalaja und der Rocky Mountains iiber das Gebirgsdrehmoment hervorgerufen
(Lott et al. 2004). Fiir Perioden <30 Tage sind Oszillationen vorhanden, welche sich bis auf
einige Perioden aber nicht vom Hintergrundrauschen abheben. Die Kurve fiillt exponentiell ab,
was auf ein rotes Rauschen hindeutet.

Im Spektrum des relativen Drehimpulses der Polkappen fehlen die Oszillationen der QBO und
der MJO, da diese tropischen Ursprungs sind. Es wird festgestellt, dass die Leistungsspektral-
dichte der siidlichen Polarkappe ca. dreimal so grof} ist wie die der Nordpolarkappe. Es kénnen
Spitzen in der Siidpolarkappe bei einer Periode von 50 bis 60 Tagen und bei ca. 80 Tagen
erkannt werden. In der Nordpolarkappe liegen diese Spitzen bei ca. 50 und 70 Tagen. In der
Arbeit von Cai & Ren (2006) wurde herausgestellt, dass Temperaturanomalien der Tropen
im Mittel 44 Tage fiir warme Anomalien und 72 Tage fiir kalte Anomalien benétigen, um in
die polaren Breiten transportiert zu werden. Daher konnte ein Zusammenhang zwischen den
Spitzen im Spektrum des relativen Drehimpulses der Polarkappen und des Transportes der
Temperaturanomalien bestehen, der hier aber nicht weiter untersucht wird.

5.3 Die globalen Spektren der Drehmomente und der Anderung des Dre-
himpulses

Im Spektrum der relativen Drehimpulstendenz in Abb. 3a ist bei der globalen Drehimpulsten-
denz der Jahresgang und vor allem der Halbjahresgang deutlich zu erkennen, wihrend sie in
den Polkappen fehlen. Dies bedeutet, dass die Polarzellen unabhingig von der Jahreszeit sind.
Das Maximum der Leistungsspektraldichte global wie auch in den Polkappen liegt bei Perioden
von ca. 7-8 Tagen. Jedoch ist zu erkennen, dass im globalen Spektrum die Perioden bis 60 Tage
gut besetzt sind und in den Polkappen nur bis 30 Tage. Das Maximum der Leistungsspekt-
raldichte der globalen Drehimpulstendenz ist mit 0,002 Ha?s~2 ca. 2,5 mal so grofl wie das
Maximum der Siidpolarkappe und ca. 10 mal so grofl wie das Maximum der Nordpolarkappe.
Die Leisutngsspektraldichte des globalen Gebirgsdrehmomentes in Abb. 4 steigt von einer Pe-
riode von 2 Tagen bis zu 5 Tagen an, besitzt ein Maximum bei einer Periode von etwa 5 Tagen
mit 0,002 Ha%s72. Zu den lingeren Perioden fillt das Leistungsspektrum des Gebirgsdreh-
momentes bis zu einer Periode von 60 Tagen ab. Danach ist die Leistungsspektraldichte des
globalen Gebirgsdrehmomentes abgesehen vom Jahres- und Halbjahresgang nahe Null. Das
Spektrum der Perioden von 15 Tagen bis 40 Tagen wurde an Hand des NCEP-Datensatzes
von Lott et al. (2004) im besonderen ausgewertet. Die von Lott et al. (2004) gefundenen signi-
fikanten Oszillationen im globalen Gebirgsdrehmoment der Perioden von 15-16 Tagen, von ca.
20 Tagen, von ca 28 Tagen und 38-40 Tagen konnen mit den ERA40-Daten bestétigt werden.
Jedoch tritt die Spitze bei einer Periode von 30 bis 32 Tagen nicht so stark hervor wie bei Lott
et al. (2004). Die Gebirgsdrehmomente der Polarkappen sind ungefihr gleich grofi und sind
um ca. eine Groflenordnung kleiner als die des globalen Gebirgsdrehmomentes. Das Maximum
der Leistungsspektraldichte der Polarkappen liegt in einem Bereich zwischen 4 und 5 Tagen.

Das Spektrum des globalen Reibungsdrehmomentes Tr in Abb. 5c zeigt einen exponentiel-
len Anstieg der Leistungsspektraldichte P(v) bis zu einer Periode von ca. 30 Tagen auf ein
Maximum von 4-10~* Ha%s~2. Das Maximum betriigt in etwa ein Fiinftel des Wertes des Ge-
birgsdrehmomentes Tp und liegt bei ca. 20 Tagen auf einer anderen Zeitskala. Der Jahres- und
Halbjahresgang des Reibungsdrehmomentes sind stark ausgeprigt und iibersteigt das Maxi-
mum der Leistungsspektraldichte P(v) von 30 Tagen um ca. 50%. Das Leistungsspektrum des
Reibungsdrehmomentes T der Siidpolarkappe zeigt einen dhnlichen Verlauf wie das globale
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Abbildung 7: Spektren des relativen Drehimpulsflusses J, mit Jahresgang der Siidpolarkappe (a) und
der Nordpolarkappe (b)

Spektrum, ist jedoch um eine Gréflenordnung kleiner und der Jahresgang ist nicht so stark
ausgeprigt. Das Leistungsspektrum der Nordpolarkappe unterscheidet sich stark von dem der
Polarkappe Siid. Die Leistungsspektraldichte ist im gesamten Frequenzbereich um eine Gréfien-
ordnung kleiner als in der Polarkappe Siid. Dies liegt vor allem an den stérkeren katabatischen
Winden auf der Antarktis. Das Maximum der Spektraldichte wird schon bei Perioden um die
15 Tage erreicht und bleibt bis zu einer Periode von 60 Tagen auf diesem Niveau. Im Spektrum
ist ein Halbjahresgang erkennbar, der Jahresgang ist dagegen nur schwach ausgepragt.

Die Leistungsspektraldichte P(v) in Abb. 6d des globalen Coriolisdrehmomentes T, welches
laut Gl (8) der Anderung des planetaren Drehimpulses entspricht, steigt fiir Perioden von
zwei bis acht Tagen an und erreicht sein Maximum bei 8-9 Tagen mit einem Wert von 0,001
Ha?s~2 und fillt danach bis zu einer Periode von ca. 40 Tagen gegen Null ab. Die Jahres- und
Halbjahresschwingungen treten hervor, sind aber nur schwach besetzt. Im Leistungsspektrum
des Coriolisdrehmomentes der Siidpolarkappe ist zu erkennen, dass das Maximum schon bei
Perioden von 4-5 Tagen erreicht wird und nur 1/20 des Wertes des globalen T betrigt. Das
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Spektrum des T¢ der PCS fillt ebenfalls bei Perioden >40 Tage auf den Wert nahe Null,
nur der Jahres- und Halbjahresgang sind erkennbar, was auf Luftmassenverschiebungen auf
Grund der unterschiedlichen Temperaturen in Sommer und Winter zuriickzufithren ist. Das
Leistungsspektrum der gleichen Gréfie der Nordpolarkappe ist noch einmal um den Faktor
zwei kleiner als das der PCS, zeigt aber den gleichen qualitativen Verlauf. In Abb. 7 ist die
Leistungsspektraldichte P(v) des relativen Drehimpulsflusses J, iiber die Frequenz v aufgetra-
gen. Es ist zu erkennen, dass die Spektraldichte in der Stidpolarkappe von der Nyquist-Periode
von zwei bis sechs Tagen ansteigt, dort sein Maximum von 6 - 10~% Ha%s2 erreicht und bis
zu einer Periode von 40 Tagen abfillt. Der Periodenbereich von 40-60 Tagen ist wieder stirker
besetzt und konnte als Folge der Wechselwirkung mit der MJO der Tropen zu verstehen sein
oder die Anomalie der Massenzirkulation nach Cai & Ren (2006) kennzeichnen. Ein Jahres-
oder Halbjahresgang tritt nicht signifikant auf. Die Spektren der Polarkappe Siid und Nord
sind nahezu identisch, jedoch betrigt die Leistung in der Nordpolarkappe nur ein Drittel der
Siidpolarkappe.
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Abbildung 8: mittlerer Jahresgang des relativen Drehimpulses der Atmosphiire auf der Grundlage des
ERA40-Datensatzes der Jahre 01.1978-08.2002 global (blau durchgezogen), der Siidhemisphiire (rot
durchgezogen) und der Nordhemisphére (schwarz gestrichelt). Der grau unterlegte Bereich um den
globalen rel. Drehimpuls ist die zweifache Standardabweichung der Tage, was einem Vertrauensniveau
von ungefihr 95% entspricht.

6 Der Jahresgang des Drehimpulses und der Drehmomente

In vielen Leistungsspektren im vorhergehenden Abschnitt war zu sehen, dass viele Gréfien einen
dominanten Jahres- bzw Halbjahresgang besitzen. Diese externen periodischen Schwingungen
werden hier ndher betrachtet.

6.1 Der Jahresgang des relativen Drehimpulses

Auf der Grundlage der vorhandenen Tagesmittelwerte der Grofien fiir die Drehimpulsbalance
wurde ein gemittelter Jahresgang von Januar 1978 bis August 2002 berechnet. Hierzu wurden
die Mittelwerte der Tageswerte des gleichen Datums einer Groe gebildet. In Abb. 8 wurde
der relative Drehimpuls fiir die gesamte Atmosphére sowie der der Nord- und Siidhalbkugel in
10® Has (1 Ha = 10'® kgm?s~2) dargestellt.

Wie man aus der Abbildung ersehen kann, ist der globale relative Drehimpuls immer positiv.
Das heifit, die Westwinde sind in der Atmosphére vorherrschend. Der globale relative Dre-
himpuls besitzt ein Maximum Anfang Mai mit 1,7-10% Has und ein Minimum Anfang August
mit 1,1-108 Has. Es erfolgt ein Anstieg des Drehimpulses von Anfang August bis Anfang De-
zember von 1,1-10% auf 1,6-10% Has, danach ist er bis Anfang Mai abgesehen von geringen
Fluktuationen konstant, ehe er von Anfang Mai bis Ende Juli von 1,7-1028 Has auf 1,1-108
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Has abfallt. Fiir den relativen Drehimpuls sei bemerkt, dass vor allem fiir den globalen Wert
die jéhrliche Variabilitit einen sehr grofien Einfluss hat. Die Standardabweichung des relativen
globalen Drehimpulses ist inklusive Jahresgang mit 2,47-107 Has doppelt so grol wie die Stan-
dardabweichung des relativen globalen Drehimpulses, aus welchem der Jahresgang abgezogen
wurde. Zu den Polkappen wird der Einfluss des Jahresganges geringer, fiir die Polarkappe
Siid betriagt der Anteil des Jahresganges an der Standardabweichung noch 34% und fir die
Polarkappe Nord noch 10% (nicht gezeigt). Der relative Drehimpuls der Siidhemisphére ist
immer positiv, somit sind die Westwinde im Mittel stirker als die Ostwinde. Das Minimum
des relativen Drehimpulses liegt im Nordwinter Ende Januar bei 0,5-108 Has und steigt bis
Anfang Juni auf 1,1.10® Has an. Das Maximum liegt bei etwa 1,2-108 Has Anfang Juli. Bis
Anfang Oktober ist der Abfall des rel. Drehimpulses nur leicht auf 1,1-108 Has, danach fillt
er stirker auf 0,5-10% Has bis Ende Januar ab. Der relative Drehimpuls der Nordhemisphére
ist zumeist positiv, jedoch im Nordsommer von Anfang Juli bis Ende August erreicht er einen
negativen Wert. In dieser Zeit sind die Ostwinde im Mittel stéirker als die Westwinde. Das Mi-
nimum liegt bei -0,1-108 Has Ende Juli, steigt bis Anfang Februar auf 1,1-10% Has an und fillt
bis Anfang Juli monoton auf das Minimum ab. Somit ist aus der Abb. 8 erkennbar, dass das
Minimum des globalen relativen Drehimpulses vor allem durch die Nordhemisphére verursacht
wird. Normalerweise kompensieren sich die gegenldufigen Kurven der beiden Hemisphéren, so
dass der globale Drehimpuls ausgeglichen wire. Doch im Jahr schwankt der relative Drehim-
puls M, auf der Nordhalbkugel um 1,3-10% Has und auf der Siidhalbkugel um 0,7-108 Has. Es
gibt jedoch einige Unterschiede in der Topografie und dem Temperaturgradienten in den bei-
den Hemisphéren. So ist der im Durchschnitt héhere Drehimpuls der Siidhemisphére mit dem
stirkeren Temperaturgradienten zwischen den Tropen und der Polarregion in Verbindung zu
bringen, was zu einem stirkeren Massenfluss der Luft und somit zu einer stirkeren Dynamik
der Atmosphire der Siidhemisphire beitriagt. Daher ist der Polarwirbel in der Siidhemisphére
stirker. Zusétzlich gibt es zwischen dem 45. und 65. Breitengrad Siid keine Gebirge, so dass die
Luft der unteren Troposphéire im Westwindband ungestért wehen kann. Um den Abfall des
globalen relativen Drehimpulses zonal weiter einzugrenzen, wurden die Hemisphéren weiter
zonal unterteilt (sieche Tabelle 1).

6.2 Die Abhéingigkeit des relativen Drehimpulses von der geografischen
Breite

Die Abb. 9 zeigt die mittleren Jahresginge des Drehimpulses fiir die einzelnen Breitenbereiche
laut Tab. 1. In der nordlichen Polarkappe (60°-90°N) ist der relative Drehimpuls sehr klein, die
Werte liegen bei 1,7-105 Has Mitte Juli und bei 4,6-10 Has Mitte Januar, d.h. der Einfluss
des stiarkeren Polarwirbels ist zwar erkennbar, aber gering. Ebenso ist der relative Drehim-
puls der siidlichen Polarkappe (60°-90°S) klein. Er ist im Jahresmittel aber mit 9,4-10° Has
dreimal so grofy wie der der Nordpolarkappe. Der Jahresgang ist ebenfalls erkennbar mit dem
Maximum von 11,0-105 Has Mitte Juli und einem Minimum von 3,7-10° Has Mitte Januar.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass in den Polargebieten zwar starke Winde wehen
konnen, aber fiir die Drehimpulsbalance durch den geringen Abstand zur Rotationsachse der
Erde nur eine untergeordnete Rolle spielen. Die nordlichen mittleren Breiten (30°-60°N) wei-
sen einen ausgepriagten Jahresgang auf und der Jahresmittelwert des relativen Drehimpulses
liegt um eine Grofenordnung hoher als in den Polarkappen mit einem Maximum von 6,0-107
Has Anfang Januar und einem Minimum von 2,3-10° Has Anfang August. Die Grifle bleibt
stets positiv, der Abfall im Friihjahr ist schwicher als der Anstieg im Herbst. Das Pendant,
die stidlichen mittleren Breiten (30°-60°S) ist im Jahresmittel 1,5-mal grofier als der relative
Drehimpuls in den noérdlichen mittleren Breiten und bleibt auch {iber das gesamte Jahr gese-
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Abbildung 9: mittlerer Jahresgang des relativen Drehimpulses der Atmosphire auf der Grundlage des
ERA40-Datensatzes der Jahre 01.1978-08.2002 der Breiten laut Tabelle 1.

hen positiv. Der relative Drehimpuls dieser Zone besitzt ein Maximum Ende Juli mit 8,9-107
Has und ein Minimum Anfang Februar mit 3,5-107 Has. Der Abfall im noérdlichen Herbst
und der Anstieg im Frithjahr sind ungefihr vom Betrag gleich. Der relative Drehimpuls der
nordlichen Subtropen besitzt die gréfite Variabilitit im Jahresgang von allen betrachteten Brei-
tengiirteln. Das Maximum liegt 5,7-10° Has Ende Februar und das Minimum bei -2,1-10” Has
Ende Juli. Hauptursache dieser Schwankung diirfte der indische Monsun sein. Der Einfluss des
Breitengiirtels der Subtropen Nord ist auch noch in den Tropen erkennbar. In diesen Breiten
ist der Drehimpuls das gesamte Jahr iiber wegen des Passatwindes negativ, das Minimum
stimmt zeitlich mit dem Minimum des Drehimpulses der nordl. Subtropen iiberein und liegt
mit -2,8-107 Has um ca. 2-107 Has unter dem Wert im nordlichen Winter und Friihjahr. Im
Breitengiirtel der siidl. Subtropen (10°-30°S) ist wie in den nérdlichen Breiten eine Jahresgang
zu erkennen, der im Vergleich zu den nérdl. Subtropen aber um ca. ein halbes Jahr verschoben
ist und insgesamt schwicher ist. So liegt das Minimum Anfang Februar bei -1,0-107 Has und
das Maximum Mitte Juni bei 3,6-107 Has. Aus der Abb. 9 ist zu erkennen, dass der negative
Wert des Drehimpulses der Nordhemisphére in Abb. 8 aus dem Breitenbereich von 0° bis 30°N
bestimmt wird.

6.3 Der Jahresgang der Drehmomente und der Drehimpulstendenz

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit bezieht sich jedoch auf die Polarkappen, so dass aus diesem
Grund in den Abbildungen nicht alle Breitengiirtel dargestellt werden, sondern nur noch die
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Abbildung 10: mittlerer Jahresgang der relativen Drehimpulstendenz der Atmosphére auf der Grund-
lage des ERA40-Datensatzes der Jahre 01.1978-08.2002 global und der Polarkappen Nord und Siid iiber
ein laufendes Mittel von 31 Tagen. Alle Anganben sind in Ha.

Groflen der Polarkappen sowie die globalen Gréfien. Fiir die globalen Groflen existiert ausrei-
chendes Vergleichsmaterial fiir andere Datensétze (siehe Weickmann et al. 2000, Egger 2005b,
Lott et al. 2004), so dass sich daran orientiert werden kann.

6.3.1 Der Jahresgang der Tendenz des relativen Drehimpulses

Wie im Abschnitt 2.2.1 erldutert, ist die Drehimpulstendenz die Ableitung des Drehimpulses
mit der Zeit. Da die Anderungen des Drehimpulses vor allem durch den relativen Drehimpuls
verursacht werden, wird hier die relative Drehimpulsinderung iiber ein laufendes Mittel von
31 Tagen betrachtet. Es ist in der Abb. 8 zu sehen, dass der globale relative Drehimpuls zwei
lokale Minima und Maxima aufweist, wobei das Minimum Anfang August sehr viel stirker
ausgeprigt ist als das lokale Minimum Anfang Februar. Die Anderung des Drehimpulses in
Abb. 10 weist ebenfalls zwei lokale Minima und Maxima auf. Das erste Maximum liegt bei
ca. 3 Ha Anfang April und das zweite Maximum bei ca. 10 Ha Anfang Oktober. Das erste
Minimum liegt bei ca. -5 Ha Anfang Januar und -15 Ha Mitte Juni. Es ist an den Werten zu
erkennen, dass das globale Minimum Mitte Juni und das globale Maximum Anfang Oktober
erreicht wird, d.h. der Drehimpuls &ndert sich hier am stirksten.
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Abbildung 11: Diagramm des gemittelten Jahresganges der relativen Flusskonvergenz vom 01.01.1978
bis 31.08.2002 der Zonen Polarkappe Nord (PCN von 60°N bis 90°N), der Polarkappe Siid (PCS von
90°S bis 60°S) in Hadley (1 Ha = 10'%kgm?s?) iiber ein laufendes Mittel von 31 Tagen

Im mittleren Jahresgang der relativen Drehimpulstendenz der Siidpolarkappe ist eine starke
tagliche Fluktuation zu erkennen, der Mittelwert der Tendenz variiert zumeist um den Null-
punkt. Die einzige Ausnahme bildet die Zeit zwischen Ende Oktober und Anfang Dezember,
wo eine negative Drehimpulstendenz erkennbar ist. Diese Tendenz fillt zeitlich mit der ,final
stratospheric warming“ des Siidpolarwirbels zusammen. Im Zeitraum von Mitte Januar bis
Anfang Miérz ist eine positive Drehimpulstendenz aufgezeigt. Hier baut sich der Polarwirbel
der Siidhemisphire wieder auf.

Wiéhrend man in der Siidpolarkappe noch positive und negative signifikante Drehimpulsten-
denzen ausmachen kann, fehlen diese vollig in der Nordpolarkappe. Hier schwanken die Werte
ganzjihrig um den Nullpunkt.

6.3.2 Der Jahresgang des relativen Drehimpulsflusses

Wie bereits zuvor erwihnt bedeutet Flusskonvergenz, wieviel Drehimpuls in ein Gebiet hinein-
stromt. Der globale Fluss muss Null betragen, da nur Transporte innerhalb der Atmosphére
betrachtet werden. Hier ist es interessanter, die zonale Flusskonvergenz zu betrachten. Wie in
Peixoto & Oort (1992) beschrieben, wird in der Nihe des Aquators bis zu 30° nach beiden
Seiten in der Hadleyzelle Drehimpuls generiert und vom Aquator in die mittleren Breiten zur
Ferrelzelle transportiert. Da hier nur die Atmosphére betrachtet wird, muss die Zone um den
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Aquator negative Konvergenz, d.h. Divergenz aufweisen und die mittleren Breiten positive
Konvergenz. Der Breitengiirtel von 10°S bis 10°N liegt bei einer Divergenz im Mittel von -30
Ha, hat ein Minimum von -35 Ha Ende Juni und ein Maximum von -25 Ha Anfang Oktober.
Die Zone von 30°S bis 10°S weiste einen schwachen Jahresgang auf, ist aber auch immer nega-
tiv mit einem Maximum von -15 Ha Anfang Februar und einem Minimum von -40 Ha Anfang
August. Die Schwankungen im Breitenbereich von 10°N bis 30°N im Jahresgang sind hoher als
ind der entsprechenden Zone der Stidhalbkugel. Das Minimum betragt -40 Ha Anfang Dezem-
ber und das Maximum +10 Ha Anfang August. Es ist bemerkenswert, dass in den Monaten
Juli und August der Fluss positiv ist, was vor allem auf den indischen Monsun zuriickzufiithren
ist, dessen Luftbewegungen durch die Hohe des Himalaja bis in die obere Troposphére reicht.
Vergleicht man den gemittelten Jahresgang der mittleren Breiten Nord und Siid von 30° bis 60°
miteinander, so liegen beide Zonen immer im positiven Bereich, d.h. es strémt mehr Drehimpuls
in diese Bereiche hinein. Der Jahresgang ist hierbei in der Nordhemisphéire stirker ausgepragt
als in der Stidhemisphére. Das Minimum der Siidhemisphire liegt bei 30 Ha Anfang Februar
und das Maximum bei 55 Ha Ende Juli, wihrend das Minimum der Nordhemisphire Anfang
August bei 15 Ha und das Maximum bei 60 Ha Anfang Januar liegt. Wie zu erwarten liegt das
Maximum im jeweiligen Winter und das Minimum im jeweiligen Sommer der Hemisphéren,
da der Temperaturgradient in den Wintermonaten vom Aquator zum Pol gréBer ist (nicht
gezeigt).

Fiir die Polarkappen von 60° bis 90° kann theoretisch bei einem Aquaplaneten erwartet wer-
den, dass durch das Reibungsdrehmoment der Ostwinde Drehimpuls generiert wird und aus
der Polarkappe austritt (siche Peters & Egger 1993). Daher miisste der konvergente Fluss J
negativ sein. Wie in Abb. 11 erkennbar ist, sind die relativen Fliisse J, in beiden Polarkappe
negativ (vergleiche Tab. 3). In den gemittelten Jahresgingen sind starke tégliche Fluktuatio-
nen zu erkennen, so dass iiber ein laufendes Mittel von 31 Tagen geglittet wird. Es lassen
sich jedoch fiir beide Polarkappen Maxima und Minima ausmachen. Es liegt ein Maximum des
relativen Flusses in der Nordpolarkappe Ende Februar und auch Anfang August bei ca. 0 Ha.
Die Minima liegen im Dezember und Anfang Mai bei ca. -5 Ha. Die Maxima des relativen
Flusses der Polarkappe Siid besitzt ein Maximum Ende Februar bei 0 Ha und Ende Okto-
ber bei 2 Ha., Die Minima liegen Mitte Dezember und Ende Juni bei -5 Ha. Auffallend sind
die starken Anstiege des relativen Drehimpulses fiir die Nordpolarkappe einerseits im Monat
Februar um 2 Ha und von Mai bis Juli um 4 Ha. Auf der Polarkappe der Siidhalbkugel ist
ebenfalls ein starker Anstieg des Drehimpulsflusses im Monat September ausgewiesen.

6.3.3 Der Jahresgang des Gebirgsdrehmomentes

Beim globalen Jahresgang des Gebirgsdrehmomentes fillt die starke Variabilitit trotz der Mit-
telung iiber 24 Jahre auf. Daher ist es unumgénglich, ein laufendes Mittel von 31 Tagen iiber
den gemittelten Jahresgang zu legen. Der Jahresgang besitzt zwei Maxima, eins Ende Februar
mit 15 Ha und das andere Mitte September mit 20 Ha, sowie zwei Minima, eins Mitte An-
fang mit 3 Ha und Mitte November bis Anfang Januar mit 5 Ha. Man kann fiir den globalen
Jahresgang eine halbjihrliche Oszillation feststellen.

Das Gebirgsdrehmoment der Polkappen ist nicht zu vernachlissigen, da das Gebirgdrehmoment
der Siidpolarkappe einen positiven Beitrag von durchschnittlich 2,2 Ha leistet. Der Jahresgang
ist schwach ausgeprégt und besitzt ein Maximum von 4 Ha Mitte Juli und ein Minimum von 0
Ha Ende Oktober. Das bedeutet, dass die Atmosphiire global und auch in den Polkappen durch
das Gebirgsdrehmoment Drehimpuls erhélt. Aufféllig ist der signifikante Abfall des Gebirgs-
drehmomentes im australischen Friihling, wo das Drehmoment innerhalb von 50 Tagen um
ca. 4 Ha abfillt. Zeitlich fallt dieser Effekt mit der endgiiltigen stratosphérischen Erwérmung
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Abbildung 12: Diagramm des gemittelten Jahresganges des Gebirgsdrehmomentes vom 01.01.1978 bis
31.08.2002 der Zonen Polarkappe Nord (PCN von 60°N bis 90°N), der Polarkappe Siid (PCS von 90°S
bis 60°S) und global in Hadley (1 Ha = 10'®kgm?2s~2) iiber ein laufendes Mittel von 31 Tagen

zusammen. Fiir die Nordpolarkappe kann man sagen, dass ein ausgeprégter Jahreszyklus hier
nicht zu erkennen ist, aber die Variabilitdt im Nordwinter gréfler als im Nordsommer ist. Das
Jahresmittel liegt bei 4,0 Ha. Minima gibt es Anfang Marz und Mitte Juli bei 2,5 Ha und
Maxima von Ende Novenber bis Mitte Februar bei 6 Ha und Anfang Mai bei 5 Ha. Auch
in der Nordpolarkappe sind zwei signifikante Abfille im Gebirgsdrehmoment aufgezeigt. Die
Abfille sind zwar nur halb so grofi wie in der Siidpolarkappe, aber der Abfall von 2 Ha findet
in einer Zeit von 30 Tagen statt, so dass die Stirke des Abfalls des Gebirgsdrehmomentes in
etwa gleich stark ist. Der Abfall Mitte Februar bis Mitte Mérz fillt wie in der Siidhalbkugel
mit dem ,final stratospheric warming® zusammen. Der zweite Abfall, der von Ende Mai bis
Ende Juni stattfindet, kann nicht urséichlich mit dem Polarwirbel in Zusammenhang gebracht
werden. Eine Erklirung fiir dieses Phinomen wird gesucht.

Wie herausgestellt wurde, ist das Gebirgsdrehmoment im Mittel positiv. Ein Vergleich mit der
Abb. 11 zeigt, dass zwischen den starken Anstiegen des Drehimpulsflusses und dem Abfall des
Gebirgsdrehmomentes ein zeitlicher Zusammenhang besteht.
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Abbildung 13: Diagramm des gemittelten Jahresganges des Reibungsdrehmomentes vom 01.01.1978
bis 31.08.2002 der Zonen Polarkappe Nord (PCN von 60°N bis 90°N), der Polarkappe Siid (PCS von
90°S bis 60°S) und global in Hadley (1 Ha = 10'8kgm?s=?) iiber ein laufendes Mittel von 31 Tagen

6.3.4 Der Jahresgang des Reibungsdrehmomentes

Der Jahresgang des Reibungsdrehmomentes wird in Abb. 13 dargestellt. Fiir das globale Rei-
bungsdrehmoment (schwarz) ist eine Variabilitdt im Verlauf eines gewéhnlichen Jahres zu
erkennen. Der globale Jahresgang zeigt ein Maximum Anfang April mit ca. 15 Ha und ein
weiters Maximum Anfang Dezember mit ca. 10 Ha. Ebendso stellen sich im Diagramm ein
Minimum bei -8 Ha Mitte August und von etwa 5 Ha Anfang Februar heraus. Die tégliche
Variabilitét ist nicht so stark ausgeprigt wie bei den anderen Momenten und beim Fluss, wie
schon im Spektrum zu erkennen war. Das mittlere globale Reibungsdrehmoment ist positiv
(vergleiche Tabelle 3).

Die Halbjahresschwingung riithrt vom Reibungsmoment der Nordhemisphére her, da der der
Stidhemisphére keinen Jahresgang aufweist und negativ mit einem Jahresmittel -7,5 Ha ist.
Somit stimmt die Kurve des Jahresganges des nordhemisphérischen Reibungsdrehmomentes
qualitativ mit dem globalen Jahresgang iiberein, liegt in den Werten jedoch mit 7 bis 8 Ha
iiber dem globalen Reibungsdrehmoment (nicht gezeigt).

Wie schon zuvor gesagt, wird beim zonalen Reibungsdrehmoment erwartet, dass die Gebiete
von 30°S bis 30°N einen positiven Beitrag zum Reibungsdrehmoment liefern, da in diesem
Gebiet vornehmlich Ostwinde herrschen und in den Gebieten von 30° bis 60° auf der jewei-
ligen Halbkugel wegen der vorherrschenden Westwinde an der Erdoberfliche negative Werte
angenommen werden. Diese Annahmen werden bestétigt (nicht gezeigt). Es finden sich auch
die Jahresgéinge wieder, die im wesentlichen aber schon im Abschnitt des Jahresganges des re-
lativen Drehimpulses diskutiert wurden. Ein inverser Zusammenhang zwischen dem relativen
Drehimpuls und dem Reibungsdrehmoment ist vorhanden, jedoch weicht er in der Zone der
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Jahresgang des Coriolisdrehmomentes
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Abbildung 14: Diagramm des gemittelten Jahresganges des Coriolisdrehmomentes vom 01.01.1978 bis
31.08.2002 der Zonen Polarkappe Nord (PCN von 60°N bis 90°N), der Polarkappe Siid (PCS von 90°S
bis 60°S) und global in Hadley (1 Ha = 10'8kgm?2s~2) iiber ein laufendes Mittel von 31 Tagen

nordlichen Subtropen voneinander ab. Hier kénnte der Einfluss des Himalaja und des indischen
Monsuns eine Rolle spielen.

Betrachtet man den Jahresgang der Polarkappe Siid, so liegt der Mittelwert im Gegensatz zum
globalen Mittelwert im negativen Bereich, so dass davon ausgegangen werden kann, dass im
Siidpolargebiet vorherrschend Westwinde an der Oberfliche vorherrschen. Die Minima liegen
Mitte Mérz bei etwa -5 Ha und Anfang Oktober bei -6 Ha, die Maxima Mitte Juni bei -2 Ha
und Mitte Januar bei -1 Ha. Laut Studie von Peters& Egger (1993) werden die katabatischen
Winde durch die Corioliskraft nach Westen abgelenkt, d.h. es wehen Ostwinde. Eine Erklarung
fiir die Dominanz der Westwinde in der Siidpolarkappe konnte sein, dass die Ferrelzelle sich
mit ihrem starken Westwindband bis {iber 60°S hinaus ausbreitet und den Ostwindeffekt durch
die katabatischen Winde iiberlagert.

Wie schon in Abschnitt 5.3 bemerkt, ist fiir die nérdliche Polarkappe ein Jahresgang fiir das
Reibungsdrehmoment nicht erkennbar, die Werte fluktuieren schwach um den Nullpunkt (siehe
Abb. 5c¢).

6.3.5 Der Jahresgang des Coriolisdrehmomentes

Wie im Abschnitt 2.2.1 behandelt ist das Coriolisdrehmoment T laut Gl. (8) identisch mit
der Ableitung des planetaren Drehimpulses 0Mq/0t, d.h. die Jahresginge des Coriolisdreh-
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momentes miissten mit der Ableitung des planetaren Drehimpulses iibereinstimmen. Eventu-
elle Abweichungen wéren durch die unterschiedliche Berechnungsmethoden zuriick zu fithren.
Die Ergebnisse weichen jedoch stark voneinander ab. Wéahrend der Jahresgang der planetaren
Drehimpulstendenz global (nicht gezeigt) hemisphérisch und zonal immer ein weifles Rauschen
abbildet, so ist fiir das Coriolisdrehmoment ein Jahresgang erkennbar, der hemisphérisch ge-
genliufig ist. Die planetare Drehimpulstendenz wurde iiber die Differenzenbildung ermittelt,
wéihrend das Coriolisdrehmoment vom Meridionalwind v abhéingt. Dies wiirde bedeuten, dass
im globalen Mittel sich die Luft der Atmosphére nordwérts bewegt. Da man aber keine Quellen
und Senken fiir die Atmosphéire annimmt, miissen die Ursachen in fehlerhaften Annahmen der
Berechnung oder in den Beobachtungswerten zu suchen sein. Es kénnte sein, dass der vertikale
Wind eine groflere Rolle in der Drehimpulsbalance spielt als in der Skalenanalyse betrachtet.
Der globale Jahresgang des Coriolisdrehmomentes ist durchgehend positiv, besitzt einen Mit-
telwert von ca. 13 Ha, hat Mitte Januar ein Maximum von ca. 20 Ha und ein Minimum von
8 Ha Anfang Juni. Die hemisphérischen Jahresgéinge sind stirker ausgepragt. Der Jahresgang
der Nordhemisphére besitzt sein Maximum Mitte Januar bei 22 Ha und sein Minimum Mitte
Juni bei -12 Ha. Das Maximum der Siidhemisphére liegt Anfang Juli bei 18 Ha und das Mi-
nimum Anfang Januar bei -3 Ha.

Bei der zonalen Betrachtung des Coriolisdrehmomentes erkennt man, dass der Jahresgang in
den jeweiligen mittleren Breiten besonders stark ausgeprégt ist, der bis in den subtropischen
Bereich hineinreicht. Ein leichter Jahresgang ist fiir den Aquatorialbereich erkennbar mit ei-
nem Maximum Mitte Januar von 1 Ha und einem Minimum von -0,5 Ha Anfang Juli. Die
zonalen Coriolisdrehmomente von 10° bis 30° der jeweiligen Hemisphére besitzen eine jahrli-
che Periode, die jeweils um ein halbes Jahr verschoben sind. Jedoch liegen die Schnittpunkte
nicht bei 0 Ha, sondern bei ca. 3 Ha. Das Maximum des Jahresganges des nérdlichen Corio-
lisdrehmomentes liegt bei 10 Ha Mitte Januar und das Minimum bei -3 Ha Mitte Juni. Fiir
die siidliche Hemisphire liegt das Maximum des Coriolisdrehmomentes bei 8 Ha Ende Juli
und das Minimum bei -2 Ha Anfang Januar. Im wesentlichen stimmen die Abbildungen der
mittleren Breiten des Coriolisdrehmomentes in der Phase mit denen der Suptropen iiberein.
Die Maxima in den jeweiligen Wintermonaten sind gleich, die Minima in den Sommermonaten
liegen jedoch tiefer als die der subtropischen Giirtel (-7 Ha fiir die nérdl. und -4 Ha fiir die
siidl. mittl. Breiten). Die groflere Variabilitidt der mittleren Breiten ist auffallend.

Der Jahresgang des Coriolisdrehmomentes der Polarkappe Siid ist das ganze Jahr iiber posi-
tiv, nur in Siidpolarsommer von Anfang Dezember bis Mitte Januar ist das Moment nahe 0
Ha. Der Ausgleich der Abweichung erfolgt bei grofieren Zeitskalen durch den planetaren Fluss
(nicht gezeigt), wie aus der Tabelle 3 zu entnehmen ist.

Das Coriolisdrehmomentes der Polarkappe Nord ist im Winter und Friihling von Anfang De-
zember bis Ende Mai positiv und von Anfang Juni bis Ende November negativ. Dies bedeutet,
dass die nordwérts gerichteten Winde, die residuelle Zirkulation (siehe Bartels et al. 1998) im
Winter grofler sind als im Sommer. Dies stimmt dahingehend {iberein, dass der Temperatur-
gradient vom Aquator zum Nordpol im Winter groBer ist als im Sommer.

6.3.6 Der Vergleich der Jahresbalance
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7 Die Kovarianzsfunktionen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die Zeitreihen separat ausgewertet. In diesem
Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen den stochastischen Zeitreihen untereinander un-
tersucht. Zusétzlich werden die Zeitreihen zueinander um eine Zeitverschiebung 7 ausgewer-
tet, um eine eventuelle statistische Abhingigkeit zu erhalten. Anders ausgedriickt kann man
erkennen, welche physikalische Grofle eine andere fithrt. Eine Kausalitit kann jedoch erst
angenommen werden, wenn sie durch physikalische Gesetzmifligkeiten unterlegt werden, um
Fehlinterpretationen zu vermeiden.

7.1 Die Grundlagen der Kovarianzsfunktionen
7.1.1 Varianz, Kovarianz und Korrelationen

Die Varianz s, ist in der Statistik ein Streuungsmaf, d.h. ein Maf fiir die Abweichung einer
Zufallsvariable X von ihrem Erwartungswert z. Die Varianz verallgemeinert das Konzept der
Summe der quadrierten Abweichungen vom Mittelwert in einer Beobachtungsreihe.

n
Sy = Z(wi—zfz)g
i=0

In der Statistik existiert die Stichprobenvarianz. Sie ist die Varianz von Beobachtungswerten,
die als Stichprobe einer Grundgesamtheit entstammen. Diese Varianz wird in der Statistik
als Maf} fiir die Streubreite von Daten verwendet. Sie dient zur Schéitzung der unbekannten
Varianz in der Grundgesamtheit. Die Varianz steht in enger Relation zur Standardabweichung
o, mit

Or = +/Sz.

[47]
Die Kovarianz ist in der Statistik eine Maflzahl fiir den Zusammenhang zweier statistischer
Merkmale X und Y.

e Die Kovarianz ist positiv, wenn X und Y tendenziell einen gleichsinnigen (kohérenten)
linearen Zusammenhang besitzen, d. h. hohe Werte von X gehen mit hohen Werten von
Y einher und niedrige mit niedrigen.

e Die Kovarianz ist hingegen negativ, wenn X und Y einen gegensinnigen linearen Zu-
sammenhang aufweisen, d. h. hohe Werte der einen Zufallsvariablen gehen mit niedrigen
Werten der anderen Zufallsvariablen einher.

e Ist das Ergebnis 0, so besteht kein Zusammenhang oder ein nicht linearer Zusammenhang
z.B. eine U-férmige Beziehung zwischen den beiden Variablen X und Y.

Die Kovarianz gibt zwar die Richtung einer Beziehung zwischen zwei Variablen an, iiber die
Starke des Zusammenhangs wird aber keine Aussage getroffen. Dies liegt an der Abhéngigkeit
des Ergebnisses von den Mafleinheiten der beteiligten Variablen X und Y. Die Kovarianz ist
als Mafizahl fiir den stochastischen Zusammenhang jedoch nur wenig anschaulich und auch
schwer vergleichbar. Um einen Zusammenhang vergleichbar zu machen, muss die Kovarianz
standardisiert werden. Man erhilt dann den Korrelationskoeffizienten o, dessen Mafizahl sich
im Intervall von -1 bis +1 bewegt ( +1: perfekter linearer Zusammenhang, 0: gar kein linearer
Zusammenhang, -1: perfekter gegensitzlicher linearer Zusammenhang).
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Es werden fiir zwei Zufallsvariablen X und Y in einer Stichprobe je n Werte z; und y; ¢ =
(0,1,...,n) erhoben. Man schiitzt die Kovarianz der Zufallsvariablen mit der Stichproben-
Kovarianz ab

1 n
C(z,y) > (i — ) (yi — §)
n—1 =
mit dem Mittelwert
_ 1 1 &
m:EZmZ und y:—Z:yZ
=1 =1

Wird die Kovarianz auf das Produkt der Standardabweichungen von X und Y bezogen, so
spricht man vom Korrelationskoeffizienten o

C(z,y)

Oy - Oy

o(z,y) =
[45]

7.1.2 Die Autokorrelationsfunktionen

Eine physikalische Grofle wird im allgemeinen nicht mit einer unendlichen Variabilitit ge-
messen. Dies ist eine Grundvoraussetzung zur stochastischen Analyse der Daten. Die meisten
Groflen konnen in einer Verteilungsfunktion stochastisch beschrieben werden. Wenn eine Grofie
x(t) mit einer bestimmten Fluktuation mit der Zeit gemessen werden kann, so kann bei meh-
reren Messungen die Verteilungsfunktion bestimmt werden und somit auch das zeitliche Mittel
7 und die Varianz s, = o2. Das zeitliche Mittel und die Varianz einer Gréfle sagt noch nicht
viel iiber die Dynamik der Grofle aus. Es ist von groflem Interesse, wie sich eine Grofle von
einer Zeit ¢t zu einer Zeit ¢ + 7 im Mittel d4ndert. Dies wird in einer Autokorrelationsfunktion
in der Form

T
C(z,z|T) = lim — / z(t + 7)d (35)
0

T—oo T

dargestellt. Sie stellt das Zeitmittel einer Grofle z zu zwei verschiedenen Zeiten und die Zeit 7
versetzt iiber ein grofies Zeitintervall 7" dar. Da sich das Zeitintervall T" praktisch nicht gegen oo
laufen kann, so ergeben sich im allgemeinen N dquidistante Messungen mit einem Zeitabstand
At in einem endlichen Zeitintervall 7' = N - At und es ergibt sich

Clz,z|T) = z(t+7)A

Claalr) ~ iz_j st +7). (36)
1=0

2

Die Autokorrelationsfunktion ist eng mit der Energiespektraldichte der Fouriertransformation
S(w) verbunden. Das Wiener-Khinchin-Theorem besagt

o0

C(z,z|r) = / €7 S (w)dw

— o0
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Sw) = Jim o f(w)P

flw) = / dte ™t f(t)dt.

Kovarianzsfunktionen beschreiben das Verhalten im Zeitbereich mit einer Zeitverschiebung 7,
fur den Frequenzbereich nimmt man die Fouriertransformierte.

In der Atmosphirenphysik gibt es zwei grofle Klassen des Rauschens, wie die zufilligen Ab-
weichungen der Tageswerte, welche als Rauschen bezeichnet werden, eingeteilt sind. Die eine
Klasse wird als weifles Rauschen, die andere Klasse als rotes Rauschen bezeichnet.

Das weifle Rauschen ist vollstdndig unkorreliert, d.h. misst man zur Zeit ¢ den Wert x, so
ist die Wahrscheinlichkeit gleich 0,5, dass der Wert y zur Zeit ¢ + 7 positiv ist. Damit ergibt
die Mittelung in dem Integral der Autokorrelation den Wert Null fiir 7 # 0. Fiir 7=0 ergibt
sich die Varianz des Rauschprozesses o2. Damit ist die Autokorrelationsfunktion des weifien
Rauschens bestimmt zu

C(z,z|T) = O’%(S(T). (37)

Bei einem roten Rauschen steigt die Energie der Frequenzintervalle zu den niederen Frequenzen
exponentiell an. Dies wird idealerweise durch einen Tiefpassfilter realisiert. Der Tiefpassfilter
besitzt die Zerfallszeit

ft) = ae™
Eingesetzt in die Gleichung der Autokorrelationsfunktion (35) ergibt sich

o
C(f, flr) = /ae_btae_b(t'i'ﬂdt

0

a2
CU Il = Se ™ wmd

2

— &bl

C(f? f|7—) 2b6

wegen der Symmetrie der Autokorrelation. Es ist zu ersehen, dass eine abfallende Exponen-
tialfunktion in der Zeit zu einer abfallenden Exponentialfunktion in der Korrelationsfunktion
fiihrt.

7.1.3 Die Kreuzkorrelationsfunktionen

Die Kreuzkorrelation beschreibt den linearen Zusammenhang zweier Zeitreihen bei unter-
schiedlichen Zeitverschiebungen 7 zwischen den Zeitreihen durch

T
C(z,y|r) = lim %/w(t) cy(t+ 7)dt

T—00
0

oder bei N diskreten Werten in dquidistanten Zeitabstinden At mit T'= N - At

1 T—7
Clz,ylr) = = Y z(t) -yt + 7). (38)

N =1
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Wihrend die Autokorrelationsfunktion stets symmetrisch verliduft, ist die Kreuzkorrelations-
funktion weder symmetrisch noch antisymmetrisch. Sie kann jedoch in einen symmetrischen
und antisymmetrischen Anteil aufgespalten werden. Die Funktion zeigt Spitzen in der Zeit-
verschiebung, so dass man erkennen kann, welche Grofle eine andere fithrt. Darin liegt eine
starke physikalische Aussagekraft. Die Kreuzkorrelationsfunktion kann auch durch die inverse
Fouriertransformation des Kreuzleistungsspektrums ermittelt werden (siehe Weickmann et al.,
2000).

7.1.4 Herleitung der Kovarianzfunktion aus den Zeitreihen der Drehimpulsba-
lance

Zur Betrachtung der Kovarianzsfunktionen liegen die berechneten Zeitreihen der Groflen der
Drehimpulsbalance vor. Zur Herleitung der Kovarianzfunktion C'(X,Y|7) aus zwei Zeitreihen
X (t) und Y (t) werden die Werte der zweiten Funktion mit einer Zeitverschiebung 7 mit denen
der ersten Funktion X (¢) in der Form Y (¢ — 7) multipliziert und der Mittelwert (Erwartungs-
wert) iiber alle Werte gebildet

T
C(X,Y|—1):=— / Y (t —7)dt.
0
Substituiert man ¢ =t — 7, so folgt

XY (t—7)dt = X +7)Y(t)dt

Nl =

N

ClY,X|r) = X +7)Y(tdt. (39)

N[~

O\ﬂ O\H

Hieraus ist erkennbar, dass die Beziehung gilt
C(y,X|r) = C(X, Y| -7), (40)

welche zur Herleitung der analytischen Losung zur Anwendung kommt. Fiir die zeitliche Ab-
leitung einer Grofie X (¢) erhilt man folglich

X (1) ro
N / N 34/
0/ 5 Y(t=7) 0/6 (t' 4+ 7)Y (')dt

1
T
und da 0t' /Ot konstant ist, kann die Ableitung vor das Integral gezogen werden. So ergibt sich

T
;TO(Y,X|T) - aT/X(t'—Irr)Y(t’)dt’. (41)

Mit Hilfe der Gl. (39) werden die Kovarianzsfunktionen der einzelnen Zeitreihen iiber die
Diskretisierung nach Gl. (38) gebildet. Durch die Gl. (41) konnen die Drehimpulse mit den
Drehmomenten an Hand der Gln. (8), (13) und (14) verkniipft werden, wenn man fiir X (¢) und
Y (t + 7) die entsprechenden Daten der Zeitreihen der Groflen der Dehimpulsbalance einsetzt.
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Autokorrelation C(M,M|t) der Beobachtung
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Abbildung 15: Die Autokorrelationsfunktionen des globalen absoluten Drehimpulses in Abhéngigkeit
der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (dicke Linie) und fiir die ERA15-Daten von Egger &
Hoinka (2002, diinne Linie)

7.2 Die Kovarianzsfunktionen der Zeitreihen des globalen absoluten Dre-
himpulses und seiner abgeleiteten Groéflen

Wie in Abschnitt 5 aufgefithrt wurde, sind in einigen Zeitreihen die Jahres- und Halbjah-
resginge dominant. Zur Berechnung der Kovarianzsfunktionen wurde der Jahresgang wie in
Abschnitt 4.3 erwdhnt, abgezogen.

7.2.1 Die Autokorrelationsfunktion des globalen absoluten Drehimpulses

Die Autokorrelationsfunktion des globalen absoluten Drehimpulses wird in der Abbildung 15
aufgezeigt. Die durchgehende dicke Linie stellt die Beobachtungen der ERA40-Daten dar,
wéhrend zum Vergleich die ERA15-Daten aus Abb. la) von Egger & Hoinka (2002) (durchge-
zogene diinne Linie) eingezeichnet wurden. In beiden Datenreihen ist ein exponentieller Abfall
fiir die ersten 20 Tage zu erkennen, was auf ein rotes Rauschen hindeutet. Nachfolgend fallen
die Kurven linear ab, in denen zwischen 100 und 200 Tagen Oszillationen mit einer Periode
von ca. 45 Tagen eingelagert sind.

Durch den Nulldurchgang bei etwa 280 Tagen kann davon ausgegangen werden, dass die Ur-
sache in den stark niederfrequenten Schwingungen wie der QBO oder ENSO zu suchen ist.
Die Werte des absoluten Drehimpulses der ERA15-Daten liegen etwas unterhalb derer der
ERA40-Daten durch die Einbeziehung der héheren Luftschichten und die verbesserte vertikale
und horizontale Auflésung durch die ERA40-Daten. Besonders interessant fiir die Auswer-
tung der Autokorrelationsfunktion ist der Wert an der Stelle 7=0, welcher die Varianz o3,
darstellt und die Zerfallszeit (Abklingzeit) ¢, der Funktion auf den Wert 1/e der Varianz o?.
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Autokorrelationen Gebirgs- und Reibungsdrehmomentdrehmoment
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Abbildung 16: Die relativen Autokorrelationsfunktionen des globalen Gebirgs- und Reibungsdreh-
momentes in Abhingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (dicke Linie) und fiir die
ERA15-Daten von Egger & Hoinka (2002, diinne Linie). Die Autokorrelationsfunktion des Gebirgs-
drehmomentes ist durchgezogen und die des Reibungsdrehmomentes gestrichelt dargestellt.

Vergleicht man beide Datenreihen miteinander, so ist die Varianz 0%, der ERA40-Daten mit
1,94 - 10" Ha?s? um ca. 30% grofer als die der ERA15-Daten (ermittelt aus Abb. 1b, Egger,
2005b). Die Zerfallszeit ¢, der Funktion der ERA40-Daten kann aus einer exponentiellen Re-
gression der ersten 10 Daten berechnet werden. Sie betrigt auf diese Weise 22,2 Tage, mit
Hilfe der linearen Regression der ersten 10 Werte 17,2 Tage. Die Zerfallszeit ¢, der Funkti-
on der ERA15-Daten wurde in Egger (2005b) mit 17,7 Tagen angegeben. Weickmann et al.
(2000) gab die Zerfallszeit mit o' ~ 30 Tagen an. Zieht man die drei Ergebnisse der ver-
schiedenen Datensiitze zusammen, so ergibt sich eine Zerfallszeit ¢, von 23(£16) Tagen fiir
ein Konfidenzintervall von 95% beidseitig. Das Ergebnis der exponentiellen Regression liegt in
diesem Intervall. Es fillt aber auch die sehr grofle Streuung der Zerfallszeiten in den verschie-
denen Beobachtungsreihen auf. In der grofien Streuung kann man ersehen, dass der Wert der
Zerfallszeit durch die indirekte Bestimmung stark von der verwendeten Berechnungsmethode
abhingt.

7.2.2 Die Autokorrelationsfunktionen des Gebirgs- und des Reibungsdrehmo-
mentes

Die Autokorrelationsfunktionen des Gebirgs- und Reibungsdrehmomentes sind in Abhéingig-
keit der Zeitverschiebung 7 in der Abbildung 16 aufgetragen. Die Autokorrelationsfunktion
des Reibungsdrehmomentes (dick gestrichelt) zeigt einen exponentiellen Abfall auf. Die Werte
sind durchweg positiv. Der Funktionsverlauf zeigt an, dass bei Betrachtung der Zeitreihe des
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Reibungsdrehmomentes ein rotes Rauschen existieren muss, d.h. das Leistungsspektrum steigt
zu den niederen Frequenzen exponentiell an, wie es in Lott et al. (2004), Abb. 3b zu sehen
ist. Die Zerfallszeit t, der Funktion betriigt etwa 6,2 Tage. Die Zeit zeigt eine gute Uberein-
stimmung mit der Zerfallszeit von Weickmann et. al (2000), welcher diese mit y~! =~ 6 Tagen
bestimmt hat. Auch die Autokorrelationsfunktion der ERA15-Daten von Egger (2002) in Abb.
16 (diinn gestrichelt) zeigt einen exponentiellen Verlauf, die Zerfallszeit betriagt ca. 4,5 Tage.
Jedoch fillt diese Autokorrelationsfunktion bei einer Zeitverschiebung von (7) 16 Tagen auf
den Wert Null ab.

Betrachtet man die Autokorrelationsfunktion C(Tp,To|7) des Gebirgsdrehmomentes, so fillt
diese Funktion sehr schnell ab, was eher auf ein weifles Rauschen hindeutet. Die Zerfallszeit ¢,
betrigt fiir die ERA40-Daten (dick durchgezogen) 1,5 Tage und fiir die ERA15-Daten (diinn
durchgezogen) mit 1,3 Tagen ist die Zerfallszeit in etwa gleich. Ein Vergleich mit Weickmann
et al (2000) zeigt, dass der Wert von 8! = 1,5 Tage auch von den NCEP-Reanalysen bestitigt
wird. Nach vier Tagen (ERA40-Daten) bzw. fiinf Tagen (ERA15-Daten) liegt die Autokorrela-
tionsfunktion im negativen Bereich mit einem Minimum von -0,05 nach sieben bis acht Tagen.
Betrachtet man eine lingere Zeitverschiebung, so sind vor allem Schwingungen mit einer Peri-
ode von ca. 30 Tagen erkennbar, aber auch héherfrequente Schwingungen z.B. bei einer Periode
von 15 Tagen treten hervor (nicht gezeigt). Diese Perioden sind ebenfalls im Spektrum in Abb.
4 und in Lott et al. (2004) zu sehen. Fiir die Zeitverschiebung 7 — oo nihern sich alle hier
gezeigten Autokorrelationsfunktionen dem Nullpunkt.

7.2.3 Die Kreuzkorrelationsfunktionen C(Tp, M|r) und C(Tr, M|T)

Ausgehend von der Gl. (14) und Multiplikation von M (¢t — 7) nach der Beziehung (39) ergibt
sich
d

EC(M,M|7'):C’(M,TO|7')+C(M,TF|7'). (42)

Wie in Abschnitt 7.1.2 festgestellt, ist die Autokorrelationsfunktion immer symmetrisch um
7=0, so dass die Ableitung d/drC (M, M|r) antisymmetrisch sein muss. Somit folgt bei Auf-
teilung der GL. (42) in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil

Lo M) = (M, Tolr)a + C(M. Trlr), (43)

dr
0 = C(M,Tolt)s + C(M,Tg|T)s. (44)

Geht man von dem physikalischen Grundsatz aus, dass die Reibung immer entgegengesetzt
zur Bewegung wirkt, so kann man daraus schlieflen, dass die Funktion C (M, Tr|7)s negativ
korreliert und daher die Funktion C(M, Tp|7)s nach Gl. (44) positiv korreliert ist. Dies ist in
der Abb. 17 gut zu erkennen. Weiterhin miisste der Betrag beider Kreuzkovarianzen gleich
sein, da an der Stelle 7 = 0 die antisymmetrischen Anteile der Kovarianzsfunktionen Null
sind. Jedoch zeigt sich in den Beobachtungen der ERA40-Daten in Abb. 17, dass die Funktion
C(M,To|0) ~ 5,2-10" Ha?s und die Funktion C(M, Tr|0) ~ —7,1-107 Ha?s betrigt. Die Dif-
ferenz von ca. 1,9-107 Ha?s miisste dann durch die nicht berechnete Kreuzkorrelationsfunktion
C (M, T¢|7)s ausgeglichen werden. Schaut man sich im Vergleich die Auswertungen der ERA15-
Daten von Egger & Hoinka (2002) an, so liegen die Werte fiir C(M, T|0) ~ 5,2- 107 Ha?s und
C(M,Tr|0) = —5,2- 107 Ha?s, was eine gute Ubereinstimmung mit der G1. (14) erzielt.
Ebenso kann aus dem positiven Wertebereich der Funktion C(M, M|7), deren Symmetrieei-
genschaften und der Randbedingung C'(M, M|oco) = 0 geschlussfolgert werden, dass durch

aMMm:/aM%m+/aMﬁm
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Abbildung 17: Die Kreuzkorrelationsfunktionen des globalen Gebirgs- und Reibungsdrehmomentes
mit dem Drehimpuls in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (dick) und fiir die
ERA15-Daten von Egger (2005b, diinn). Die Autokorrelationsfunktion des Gebirgsdrehmomentes ist
durchgezogen und die des Reibungsdrehmomentes gestrichelt dargestellt.

die rechte Seite der Gleichung positiv im Bereich von —oco < 7 < 0 und negativ im Bereich von
0 < 7 < o0 ist, wie auch in der Abb. 17 zu erkennen ist. Weiterhin kann man in der Abb. 17
sehen, dass der antisymmetrische Anteil der Funktion C(M,Tp|7) grofler als der der Funktion
C(M,Tp|7) ist, so dass C(M,Tp|7) fir die Kovarianzfunktion C(M, M|7) nach Gl. (43) die
dominierende Grofle darstellt. Weiterhin kann aus der Antisymmetrie der Kovarianzsfunktio-
nen entnommen werden, dass das Gebirgsdrehmoment den Drehimpuls und der Drehimpuls
das Reibungsdrehmoment fiihrt.

7.2.4 Die Kreuzkorrelationsfunktion C(To,Tr|7)

Es werden wieder einige theoretischen Aspekte zum Kurvenverlauf angegeben. Bei der Annah-
me, dass das Reibungsdrehmoment eine dimpfende Wirkung auf das Gebirgsdrehmoment hat,
folgt, dass beide Groflen in der Regel antikorreliert sind und somit die Funktion C(To, Tr|T)s
negativ ist. Auf Grund der Tatsache, dass die Reibung erst wirken kann, wenn das Gebirgs-
drehmoment vorhanden ist, so muss das Gebirgsdrehmoment dem Reibungsdrehmoment vor-
angehen. Dies bedeutet, dass die antisymmetrische Funktion C(To, Tr|7), in erster Niherung
fiir —oo < 7 < 0 positiv und fiir 0 < 7 < 0o negativ ist.

Vergleicht man die theoretischen Uberlegungen mit dem Kurvenverlauf der Funktion C (T, Tr|7)
in Abb. 18, so bestitigt sich die Annahme, dass C(Tp,Tr|7)s negativ ist, da der Wert fiir
C(To,Tr|0) ~ —52 Ha? fiir die Beobachtung aus den ERA40-Daten betriigt. Gleichzeitig
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Abbildung 18: Die Kreuzkorrelationsfunktionen des globalen Gebirgsdrehmomentes mit dem Rei-
bungsdrehmoment in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (dick) und fiir die
ERA15-Daten von Egger (2005b, diinn).

wurde zum Vergleich die Beobachtung der ERA15-Daten, ausgewertet von Egger (2005b) her-
angezogen, dessen Wert fiir C (T, Tr|0) durch den Ursprung verlauft. Dies wiirde implizieren,
dass die Funktion C(Tp,Tr|7)s fiir 7=0 durch den Nullpunkt verlduft, fiir Werte 7 #0 aber
durch den nicht vollstindig asymmetrischen Kurvenverlauf im Bereich von -20 Tagen< 7 <20
Tagen negativ ist.

Betrachtet man den Verlauf der Kovarianzfunktion der ERA40-Daten, so ist sie fiir negative
Zeitverschiebungen von -20 Tagen bis zu -2 Tagen positiv. Dies bedeutet, dass das Reibungs-
drehmoment das Gebirgsdrehmoment in diesem Bereich fithrt und beide Groflen positiv korre-
liert sind. Im physikalischen Sinne fiithrt eine Abschwéichung des Ostwindes oder Verstirkung
des Westwindes an der Erdoberfliche in ca. fiinf bis zehn Tagen zu einer Zunahme des Druckes
an der Ostseite oder Abnahme des Druckes an der Westseite eines Gebirges. Jedoch kehrt sich
dieser Effekt fiir Zeitverschiebungen >-2 Tage um, fillt bis zum Minimum von ca. -72 Ha? bei
7 = 2 Tagen ab und steigt danach wieder an.

Vergleicht man die symmetrische Kreuzkorrelationsfunktion C(To,Tr|7)s mit der Autokorre-
lationsfunktion C(To,To|7) und C(Tr,Tr|7) zur Zeitverschiebung 7=0, so ist der Wert der
Autokorrelation des Gebirgsdrehmomentes ca. neunmal und der Wert der Autokorrelation des
Reibungsdrehmomentes etwa doppelt so grofl wie der der Kreuzkorrelation von C(To, TF|7)s.
Dies bedeutet, dass der Einfluss des Gebirgsdrehmomentes auf das Reibungsdrehmoment und
umgekehrt eine eher untergeordnete Rolle spielt.
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Abbildung 19: Die Autokorrelationsfunktionen des relativen Drehimpulses der nérdlichen (durchge-
zogen) und siidlichen Polarkappe (gestrichelt) in Abhiingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-
Daten. Zum Vergleich sind der globale absolute Drehimpuls grau gestrichelt) und der globale relative
Drehimpuls (grau durchgezogen) dargestellt.

7.3 Die Kovarianzsfunktionen der Polarkappen
7.3.1 Die Autokorrelationsfunktion des relativen Drehimpulses

Fiir die Polarkappen wurde der relative Drehimpuls dem absoluten Drehimpuls vorgezogen,
da seine Ableitung auch das Coriolisdrehmoment beinhaltet und die Varianz gegeniiber dem
Mittelwert um zwei Gréflenordnungen grofler ist als beim absoluten Drehimpuls, die Variabi-
litit aber vor allem vom relativen Drehimpuls herriihrt (vergleiche Abschnitt 4.1).

Wie fiir den globalen absoluten Drehimpuls in Abb. 15 stellt die Autokorrelationsfunktion des
relativen Drehimpulses der Polarkappen Nord und Siid eine abfallende Exponentialfunktion
mit der Zeitverschiebung 7 in Abb. 19 dar. Jedoch ist der Wert der Funktionen fiir 7=0 um
zwei Groflenordnungen kleiner als der des globalen absoluten Drehimpulses (vergleiche Tab.
1). Weiterhin ist zu erkennen, dass die Autokorrelation der Siiddpolarkappe fiir 7=0 dreimal so
grof} ist wie der der Polarkappe Nord. Dieser Wert spiegelt die Ergebnisse aus Abschnitt 4.1
wider. Die Zerfallszeiten sind erheblich kiirzer als fiir den globalen absoluten Drehimpuls und
liegen fiir die Polarkappen Nord und Siid bei ca. 8 Tagen.

7.3.2 Die Autokorrelationsfunktionen der Drehmomente und des Drehimpuls-
flusses

Vergleicht man die Autokorrelationsfunktionen des Gebirgsdrehmomentes global mit denen der
Polarkappen, so ist in der Zerfallszeit ¢, nur ein geringfiigiger Unterschied von ca. 0,1 Tagen zu
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Abbildung 20: Die Autokorrelationsfunktionen des Gebirgsdrehmomentes (durchgezogen), des Rei-
bungsdrehmomentes (gestrichelt), des Coriolisdrehmomentes (gepunktet) und des Drehimpulsflus-
ses (Strich-Punkt-Linie) der nordlichen (schmale Linie) und siidlichen Polarkappe (breite Linie) in
Abhangigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten. Zum Vergleich sind die Autokovarianzen
der globalen Gréfien (graue Linien) eingezeichnet.

erkennen. Jedoch fehlt in beiden Polarkappen die negative Kovarianz fiir die Zeitverschiebung
7 zwischen 4 und 14 Tagen, in diesem Zeitverschiebungsbereich sind die Kovarianzsfunktionen
der Polarkappen weiterhin positiv. In der Autokorrelationsfunktion C(Tp,To|7) der Siidpo-
larkappe sind Schwingungen mit einer Periode von vier bis 5 Tagen zu erkennen, die in der
Funktion der Nordpolarkappe nicht vorhanden sind. Diese Perioden spiegeln sich in der Abb.
5c von Peters & Ziilicke (2006) wider.

Die Autokorrelationsfunktionen C(Tp,Tr|T) des Reibungsdrehmomentes fallen fiir die Polar-
kappen wie schon beim globalen Reibungsdrehmoment langsamer ab als die Funktion des
Gebirgsdrehmomentes. Jedoch ist die Zerfallszeit ¢, etwas kiirzer als fiir die globale Autokor-
relation des Reibungsdrehmomentes. Sie liegt fiir die Polarkappe Siid bei etwa 5,5 Tagen und
fiir die Polarkappe Nord bei 4,7 Tagen. Jedoch ist der Abfall der Autokorrelationsfunktion ab
etwa zehn Tagen fiir die Polarkappen geringer als fiir den gesamten Erdball, was auf stabilere
Oberflichenwinde (katabatische Winde) in den polaren Breiten schlieflen lisst.

Die Autokorrelationsfunktion des Coriolisdrehmomentes fillt dhnlich stark wie die des Ge-
birgsdrehmomentes ab, die Zerfallszeit betriagt global ca. 1,7 Tage, fiir die Polarkappe Siid ca.
1,4 Tage und fiir die Polarkappe Nord ca. 1,6 Tage. Jedoch ist in den Autokorrelationsfunk-
tionen global und der Polarkappe Nord zu erkennen, dass diese nicht gegen Null fiir 7 — oo
konvergieren, was auf Fehler in den Daten oder in der Berechnung schlieflen lasst.

Die Autokorrelationsfunktionen der relativen Drehimpulsflisse C(J,, J.|7) besitzen mit 1,4
Tagen fiir die Polarkappe Siid und 1,5 Tagen fiir die Polarkappe Nord in etwa die gleichen
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Kreuzkorrelationen relativer Drehimpuls mit den Momenten und dem Drehimpulsfluss
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Abbildung 21: Die Kreuzkovarianzfunktionen des Drehimpulses mit dem Gebirgsdrehmoment (durch-
gezogen ), dem Reibungsdrehmoment (gestrichelt), dem Coriolisdrehmoment (gepunktet) und dem Dre-
himpulsfluss (Strich-Punkt-Linie) der nordlichen (schmale Linie) und siidlichen Polarkappe (breite Li-
nie) in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten. Zum Vergleich sind die Kovarianz-
funktionen der globalen Gréfien (graue Linien) eingezeichnet.

Zerfallszeiten wie die Funktionen des Gebirgs- und Coriolisdrehmomentes. Die Autokorrela-
tionsfunktion der Siidpolarkappe besitzt eine Unterschwingung im Bereich zwischen drei und
acht Tagen, die in der Funktion der Nordpolarkappe nicht existiert. Dies ldsst den Schluss zu,
dass eine Schwingung mit einer Periode von 12 Tagen existiert, die auch im Spektrum in Abb.
7 zu sehen ist. Vermutlich hingt diese Periode mit der Umlaufdauer der Rossbywelle in den
polaren Breiten der Siidhalbkugel zusammen.

7.3.3 Die Kreuzkovarianzfunktionen des relativen Drehimpulses mit den Dreh-
momenten und dem relativen Fluss

Vergleicht man die globale Kreuzkorrelationsfunktion C'(M,,Tp|7) mit denen der Polarkap-
pen, so kann man feststellen, dass der symmetrische Anteil dieser Funktion in den Polarkappen
entgegen dem globalen Anteil negativ korreliert ist und dass der relative Drehimpuls der Polar-
kappe das Gebirgsdrehmoment mit einer Zeitverschiebung von einem Tag fithrt. Das Maximum
der Funktionen beider Polarkappen weicht nur unwesentlich voneinander ab. Der antisymme-
trische Anteil der Kreuzkorrelationsfunktion, welcher in der globalen Kovarianz noch sehr stark
ausgeprigt war, ist in den Polkappen nur sehr klein, so dass das Gebirgsdrehmoment T im
allgemeinen nur einen sehr geringen Einfluss auf die Anderung des relativen Drehimpulses M,
hat. Jedoch kann die Wechselwirkung zwischen dem relativen Drehimpuls M, und dem Ge-
birgsdrehmoment T stark ansteigen in den Phasen der stratosphirischen Erwdrmung, wie in
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Peters & Ziilicke (2002) gezeigt wurde.

Die Kreuzkorrelationsfunktion C(M,,Tr|7) der Polarkappe Sid ist viermal so grofl wie die
der Polarkappe Nord. Dies bedeutet, dass die zonalen Luftbewegungen an der Erdoberfliche
in den siidlichen polaren Breiten viel grofer ist als im Norden sind. Der symmetrische An-
teil dieser Funktion ist negativ korreliert, wie auch aus den theoretischen Uberlegungen in
Abschnitt 7.2.3 hervorgeht. Ein antisymmetrischer Anteil ist nicht zu erkennen, so dass das
Reibungsdrehmoment keinen Einfluss auf die Anderung des Drehimpulses besitzt. Somit zeigen
die Kovarianzsfunktionen C(M,,Tr|7) der Polarkappen einen anderen Verlauf als die globale
Funktion, in der der antisymmetrische Anteil noch stark ausgepréigt war.

Im Gegensatz zu den Kreuzkovarianzen C(M,,To|r) und C(M,,Tr|7) ist die Funktion fast
vollstindig antisymmetrisch. Somit ist der Einfluss des Coriolisdrehmomentes auf den relati-
ven Drehimpuls vorhanden, ist aber vom Betrag her relativ gering. Fiir die Polarkappe Siid
ergibt sich ein Maximum von ca 3-10 Ha?s, wihrend das Maximum fiir die Nordpolarkappe
ca. ein Drittel geringer ist. Betrachtet man die Kreuzkorrelationsfunktion C(M,, J.|7) bei-
der Polarkappen miteinander, so setzen sich diese Funktionen in beiden Polkappen aus einem
symmetrischen und einem antisymmetrischen Anteil zusammen. Der symmetrische Anteil der
Kovarianzsfunktionen, welcher positiv korreliert ist, kompensiert die negativen Kovarianzen
der symmetrischen Anteile der Kreuzkorrelationsfunktionen C(M,,To|7) und C(M,,Tr|T)
niherungsweise. Durch den antisymmetrischen Anteil der Funktion C'(M,, J,|7) ist erkennbar,
dass der Fluss des Drehimpulses dem Drehimpuls voraus lauft. Dies bedeutet, dass der Anstieg
des Drehimpulses in der Polarkappe durch den Fluss von Drehimpuls in die Polarkappe hinein
verursacht wird und die Generierung von Drehimpuls durch das Gebirgsdrehmoment in beiden
Polarkappen nur eine untergeordnete Rolle spielt.

7.3.4 Die Kreuzkovarianzen der Drehmomente und des Drehimpulsflusses

Die Kreuzkorrelationsfunktion C(Tr,To|7) fir die Polarkappen in Abb. 22 zeigt ein voll-
kommen anderes Verhalten als die globale Funktion. W&hrend der symmetrische Anteil der
globalen Funktion antikorreliert ist, so ist deren Anteil in den Polarkappen positiv korreliert.
Der antisymmetrische Anteil der Kovarianzsfunktionen der Polarkappen stimmt qualitativ mit
der globalen Funktion iiberein, jedoch ist der Wert fiir die globale Funktion ca. 20 Mal gréfer.
Das Maximum der Kovarianzfunktion der Siidpolarkappe fiir 7=1 ist mit 4 Ha? ca. doppelt
so grofl wie das der Nordpolarkappe und die Werte beider Funktionen bleiben stets positiv.
Zusammenfassend kann man feststellen, dass die Kovarianz zwischen dem Gebirgsdrehmoment
und dem Reibungsdrehmoment in den Polarkappen nur schwach ausgepragt ist.

Die Kreuzkorrelationsfunktion C(Tr, T¢|7) des Reibungsdrehmomentes mit dem Coriolisdreh-
moment der Polkappen zeigt ein fast ausschlielich antisymmetrisches Verhalten. Es kann fest-
gestellt werden, dass das Reibungsdrehmoment dem Coriolisdrehmoment mit einem Maximum
von 2 Tagen vorausliduft. Die globale Kreuzkovarianzfunktion C(Tr,T¢|7) zeigt ebenfalls ein
antisymmetrisches Verhalten. Das Maximum des Vorlaufs des Reibungsdrehmomentes liegt
aber bei 4 Tagen, da zum Aquator hin die Stirke der Corioliskraft abnimmt.

Die Kreuzkovarianzen C(Tp,T¢|7) des Gebirgsdrehmomentes mit dem Coriolisdrehmoment
zeigt ein zumeist symmetrisches Verhalten mit einem kleinen Anteil der antisymmetrischen
Funktion. Aus dem symmetrischen Teil der Funktion ist erkennbar, dass beide Grofien anti-
korreliert sind. Weiterhin zeigt der schwache antisymmetrische Teil ein Vorlaufen des Corio-
lisdrehmomentes vor dem Gebirgsdrehmoment in den Polkappen, wihrend es bei der globalen
Funktion umgekehrt ist.

Die Kreuzkorrelationsfunktionen der Drehimpulsfliisse mit dem Gebirgs- und Reibungsdrehmo-
ment stellen den Hauptanteil der Wechselwirkungen untereinander dar. Die Funktion C(J,,To|T)
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Abbildung 22: Die Kreuzkorrelationsfunktionen des Drehimpulsflusses mit dem Gebirgsdrehmoment
(Strich-Punkt-Linie), dem Reibungsdrehmoment (Strich-Punkt-Punkt-Punkt-Linie gestrichelt), dem
Reibungsdrehmoment mit dem Gebirgsdrehmoment (durchgezogen), dem Coriolisdrehmoment (gestri-
chelt) und dem Gebirgsdrehmoment mit dem Coriolisdrehmoment (gepunktet) der nordlichen (schmale
Linie) und siidlichen Polarkappe (breite Linie) in Abhingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-
Daten. Zum Vergleich sind die Autokorrelationen der globalen Groflen (graue Linien) eingezeichnet.
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des relativen Drehimpulsflusses mit dem Gebirgsdrehmoment ist in der Nordpolarkappe bei
7=1 Tag ca. 1,5 mal so grof§ wie in der Siidpolarkappe, zeigt aber den gleichen qualitativen
Verlauf. Der symmetrische Anteil der Funktion ist negativ, d.h. beide Gréfien sind zueinander
antikorreliert. Der schwiichere antisymmetrische Anteil der Funktion besagt, dass das Gebirgs-
drehmoment in beiden Polkappen dem Fluss vorauslduft. Es ist aus der Abb. 22 ersichtlich,
dass die Kovarianz zwischen dem Gebirgsdrehmoment und dem relativen Drehimpulsfluss in
der Nordpolarkappe am grofiten ist, wihrend die Kovarianz zwischen dem Reibungsdrehmo-
ment und dem relativen Drehimpulsfluss in der Stidpolarkappe die bedeutendere Rolle spielt.
Vergleicht man die Kreuzkorrelationsfunktion C(.J,, Tr|7) beider Polarkappen miteinander, so
iiberwiegt in beiden Polkappen der symmetrische Anteil der Funktion. Die Kovarianzfunktion
der Polarkappe Siid ist ca. 2,5 mal so grof§ zur Zeitverschiebung 7=1 Tag, an der bei beiden
Funktionen das Minimum liegt. Die Auswertung der antisymmetrischen Anteile an der Funk-
tion ergibt einen Vorlauf des Reibungsdrehmomentes gegeniiber dem Drehimpulsfluss. Dies
impliziert wie bei der Funktion C(.J,,To|7), dass in beiden Polkappen das erzeugte Reibungs-
wie auch das Gebirgsdrehmoment durch den Drehimpulsfluss innerhalb einer mittleren Zeit
von ein bis zwei Tagen ausgeglichen wird.
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8 Die stochastische Modellierung auf der Basis eines Markov-
Modells

8.1 Die physikalische Grundlage des Modells

In der Studie von Weickmann et al. (2000) wird ein einfaches stochastisches Modell beschrie-
ben, welches die hauptséichlichen Zusammenhinge fiir den globalen Drehimpuls erfasst. Dieses
Modell ist ein lineares Markov-Modell, d.h. zufiillige GroBlen beeinflussen die gemessenen phy-
sikalischen Groflen, die nur vom vorherigen Zustand abhingen. An Hand der beobachteten
Resultate, die in den vorangegangenen Abschnitten erliutert wurden, wird die physikalische
Basis fiir ein Markov-Modell iiberpriift. Das physikalische Modell nimmt an, dass das Gebirgs-
drehmoment T und das Reibungsdrehmoment T eine signifikant unterschiedliche Rolle im
Antrieb der Anderung des atmosphérischen Drehimpulses dM /dt spielen. Wie im Spektrum
des Gebirgsdrehmomentes gezeigt, bestimmt das Gebirgsdrehmoment T den Antrieb fiir die
Drehimpulséinderung in den Perioden < 30 Tagen, d.h. von den grofiriumigen Entwicklungen
speziell in den Gebirgsregionen des Himalaja, den Rocky Mountains und den Anden angetrie-
ben (Iskenderian & Salstein 1998). Die synoptischen Systeme haben eine Fluktuation mit einer
Periode von zwei bis sechs Tagen und konnen grofle Gebirgsdrehmomente mit einer mittleren
Zerfallszeit von ein bis zwei Tagen produzieren. Die Verstirkungen synoptischer Wellenziige
durch barokline Instabilititen ist die Hauptquelle des stochastischen Antriebes des Drehim-
pulses.

Andererseits spielt das turbulente Reibungsdrehmoment T eine zweifache Rolle im Antrieb
des Drehimpulses. Es dampft die Drehimpulsanomalien in allen Frequenzen, ist aber auch eine
gewichtige Antriebskomponente fiir Perioden > 30 Tage. Der Dampfungsanteil tritt als baro-
trope Drehimpulsanomalie auf, d.h. die Westwinde an der Erdoberfliche (T < 0) bewirken
eine Dadmpfung der Westwinde durch den Impulsfluss nach unten in der Tropopausenregi-
on (M > 0) und umgekehrt. Eine Tatsache ist, dass die Drehimpulsanomalien durch den
Impulstransport der oberen Troposphéirenschicht hervorgerufen werden und zur Oberfliche
transportiert werden (siehe Peixoto & Oort 1992). Der restliche Anteil des Reibungsdrehmo-
mentes T ist fiir den stochastischen Antrieb des Drehimpulses M verantwortlich, jedoch mit
einer lingeren Zerfallszeit als das Gebirgsdrehmoment T in der Gréflenordnung zwischen fiinf
und zehn Tagen. Physikalisch gesehen ist die ldngere Zeitskala mit den grofiriumigen, langsa-
mer variierenden Zirkulationssystemen iiber den 6stlichen Seiten der Ozeane verbunden (Siehe
Weickmann et al. 2000).

FEine Konsequenz in den Unterschieden der Rolle der Drehmomente ist, dass das Gebirgsdreh-
moment Tp das Reibungsdrehmoment T fithren sollte, oder physikalisch ausgedriickt, wenn
To >0 ist, so sollte daraus folgen, dass der Drehimpuls M >0 und das Reibungsdrehmoment
Tr <0 im Zeitverlauf werden. Ein einfaches lineares stochastisches Markov-Modell, das diese
Zusammenhénge zwischen den einzelnen Grofien beinhaltet und die Grundlage fiir die Inter-
pretation der beobachteten Ergebnisse geben soll, wurde in der Studie von Weickmann et al.
(2000) aufgestellt und von Egger (2005b) erweitert.

8.2 Das Markov-Modell der globalen Drehimpulsinderung nach Weickmann
et al.

Ein stochastischer Prozess ist die mathematische Beschreibung von zufilligen Vorgéngen. Diese
stochastischen Prozesse werden in stochastische Differentialgleichungen eingebunden in Form
von Langevin-Gleichungen (siche Gardiner 1990). Mit Hilfe der Langevin-Gleichungen lassen
sich die zufilligen Groflen trotzdem exakt 16sen, was Voraussetzung fiir die analytische Be-
handlung von Zufallsgrofien ist.
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Es wird der Aufbau eines linearen stochastischen Modells als dynamische Grundlage entwickelt.
Das Modell besteht aus einem Markov-Modell mit drei Komponenten, welches die grundlegen-
den Zusammenhiinge, die bereits diskutiert wurden, beinhaltet. Weickmann et al. (2000) folgen
Newman et al. (1997) in ihrer Studie der multivarianten niederfrequenten atmosphérischen Va-
riabilitdt. Die Kombination der Gln. (8) und (13)

d

&MT = To+Tr —1T¢ (45)
d

— Mg = T 46
oy = 1 (46)

ergibt die Ausgangsgleichung fiir den absoluten globalen Drehimpuls

d

—M = To+T 47
dt o+ oK (47)
wie in Gl. (14) in Abschnitt 2.2.1 beschrieben.

Das einfachste lineare Modell fiir die niederfrequente Drehimpulsvariabilitéit ist durch einen
stochastischen Prozess mit Hilfe einer Differentialgleichung 1. Ordnung in der Form

%M = aM+F (48)
gegeben, wobei a die Ddmpfungskonstante und ' den Antrieb durch weifles Rauschen wieder-
gibt. Physikalisch gesehen kann der erste Term der rechten Seite mit dem Ddmpfungsterm des
Reibungsdrehmomentes Tr in Verbindung gebracht werden und der zweite Term kennzeich-
net den Antrieb des Gebirgsdrehmomentes Tp und des Reibungsdrehmomentes Tr durch ein
weiles Rauschen.

Die Dampfungskonstante « gibt als einzigen Parameter den dynamischen Anteil in diesem Mo-
dellansatz an. Die Autokorrelationsfunktion C' (M, M|7) (siehe Abb. 15) kann zur Bestimmung
der Dampfungskonstanten a herangezogen werden, jedoch variiert die Gréfie von -0,1 bis -0,01
Tagen™! abhingig von der Filterung der Zeitreihe. In der Studie von Weickmann et al. (2000)
wird der Ansatz verwendet, dass die Ddmpfungskonstante o durch eine Regressionsanalyse der
Variablen M und TF bestimmt wird. Der Korrelationskoeffizient liegt bei -0,54 und der Wert
fiir die Dampfungskonstante a wurde mit ~ (—30Tage) ™! angegeben. In der Untersuchung im
Rahmen der Diplomarbeit wurde eine exponentielle Regression der Zeitverschiebung der er-
sten zehn Tage der beobachteten Autokovarianzfunktion C'(M, M|7) vorgenommen, da in den
ersten Tagen der Einfluss der Ddmpfung durch das Reibungsdrehmoment T vernachlissigt
werden kann. Die Zerfallszeit, die den Schnittpunkt mit dem Wert e~! vom Maximalwert zur
Zeit 7 = 0 darstellt, ergibt eine Dampfungskonstante von o ~ (—22,5 Tage) !. Dieser Wert
ist grofer als der ermittelte Wert von Weickmann et al. (2000), aber kleiner als der Wert von
Egger (2005b) (o =~ (—17,7 Tage) !). Allerdings wird bemerkt, dass die Genauigkeit der Gl.
(48) abhingig von der Berechnung des zusammengesetzten Antriebes ist, wenn der Antrieb als
weiles Rauschen angenommen wird. Die Autokorrelationsfunktion zeigt aber, dass dies nicht
der Fall ist und es wird geschlussfolgert, dass ein komplizierteres Modell angenommen werden
muss, in dem der Antrieb F' als ein rotes Rauschen aus einer Differentialgleichung 1. Ordnung
generiert wird. Hieraus ergibt sich

d

SM = aM+T

T all +1p
Y0 = prp+F

dt o = o] o
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mit 3 als Zerfallskonstante des Gebirgsdrehmomentes und F als stochastischer Antrieb durch
die Variabilitit des Gebirgsdrehmomentes in der Form des weiflen Rauschens. Hierbei be-
schreibt der Term aM die Ddmpfung des Drehimpulses durch das Reibungsdrehmoment T
und den Antrieb des Drehimpulses allein durch das rote Rauschen des Gebirgsdrehmomentes
To. Wie bereits zuvor herausgestellt setzt sich die Wirkung des Reibungsdrehmomentes Tx
auf den Drehimpuls aus zwei Komponenten zusammen, der Ddmpfung und dem Antrieb durch
das Rauschen. Um diesem Aspekt Rechnung zu tragen, muss das Modell noch einmal erweitert
werden

Ty = OzM—l—TF*‘,

wobei der Term aM wie zuvor die Dampfung und 77 den Antrieb durch das rote Rauschen
in der Form

d

aTzii = YIp + Fr

mit v als Zerfallskonstante des Reibungsdrehmomentes und Fr als stochastischer Antrieb
durch die Variabilitit des Reibungsdrehmomentes darstellt. Somit stellt sich das Modell von
Weickmann et al. (2000) folgendermaflen dar

%M = To+Tr (49)
%TG — BTy + Fo (50)
Tp = oM +Th (51)
%T;: = T+ Fy. (52)

Dieses stochastische Modell ist eine Annahme zur Beschreibung der Drehimpulsbalance fiir das
globale System. Wie oben erwéhnt, wird der Parameter v aus den Beobachtungswerten des
Drehimpulses M und des Reibungsdrehmomentes Tr (Weickmann et al., 2000) oder aus der
Autokovarianzfunktion C'(M, M|r) bestimmt. Die Zerfallskonstanten 8 und y werden eben-
falls aus den Autokorrelationsfunktionen von C(To,To|7) und C(Tr,Tr|7) der beobachteten
Zeitreihe ermittelt und ergeben fiir 8 den Wert — (1,535 Tage) ™! und fiir v den Wert —(6,217
Tage) . Die Werte von 8 und v zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den ermittelten Werten
von Weickmann et al. (2000) (8=(—1,5 Tage)~!, y=(—6 Tage)~!). Zur Lésung des Modells
werden die Terme des stochastischen Antriebes bestimmt. Es wird sich an die Studie von
Weickmann et al. (2000) angelehnt und es folgt

Fo = \/21Blo%ot (53)
Fr = oo, (54)

mit 02 als beobachtete Varianz der Zeitreihe des Drehimpulses und o}? als Varianz der Zeitrei-
he des Anteils des Reibungsdrehmomentes, welcher fiir den Antrieb verantwortlich ist. Diese
Varianz ist nicht aus den Messdaten bestimmbar und muss im weiteren Verlauf nach der Be-
rechnung der modellierten Korrelationsfunktionen bestimmt werden.

Zur Auswertung des Markov-Modells wurde in der Studie von Weickmann et al. (2000) die
Kreuzspektren der Beobachtung mit denen des Markov-Modells verglichen (siehe Weickmann
et al. 2000, Abb. 3). Im allgemeinen findet sich eine gute Ubereinstimmung zwischen den beob-
achteten Werten der NCEP-Reanalysen und der Kurven des Markov-Modells nach Weickmann

58



Weickmann | Egger | Bahn/Peters

a~ ! in Tagen -30 17,7 -22.5

B! in Tagen -1,5 -1,5 -1,535

v~ in Tagen -6 -6 -6,217

o2, in 10" Ha?s? 1,77 1,88 1,93
02 in Ha? 384 454 413
0% in Ha? 86 104 108
o} in Ha? 81 92 103

Tabelle 4: Modellparameter des Modells von Weickmann et al. (2000). Die Grofien o~ !, 37! und y !
sind fiir die modellierten Funktionen aus Weickmann et al. (2000), aus Egger (2005b), die Gréflen oy,
oo und op aus Egger et al. (2003), Tab. 1, entnommen. Die Grofie 037 wurde mit Hilfe der G1. (101)
bestimmt.

et al. (2000). In jener Studie wurden Perioden bis 90 Tage ausgewertet, jedoch sind fiir den
stochastischen Antrieb Perioden bis 30 Tage entscheidend. Weickmann et al. (2000) fanden her-
aus, dass die kohérenten Variationen grof) fir (M, To) (Abb. 3a) sowie klein fiir (M, Tr) (Abb.
3c) und (To,Tr) (Abb. 3e) sind. Dies spiegelt die grofiere Varianz des Gebirgsdrehmomentes
To und ihre grofere Rolle fiir den Antrieb des Drehimpulses M wider. Die kleinen Werte
des Kreuzspektrums von (T, Tr) kommen nur dadurch zustande, dass der nichtstochastische
Anteil des Reibungsdrehmomentes mit dem Gebirgsdrehmoment gekoppelt ist, die jeweiligen
Antriebe jedoch unabhingig voneinander sind. Weickmann et al. (2000) fassen zusammen,
dass der stochastische Antrieb durch die Varianz des Gebirgs- und Reibungsdrehmomentes
und die Ddmpfung durch das Reibungsdrehmoment die hauptséchlichen Ursachen fiir die in-
trasaisonalen Variationen des absoluten Drehimpulses sind. Der oszillatorische Antrieb durch
die Momente, separat oder kombiniert, spielen nur eine untergeordnete Rolle.

8.3 Der Vergleich der beobachteten Kovarianzfunktionen mit dem Modell
von Weickmann et al.

Um die beobachteten Kovarianzfunktionen mit den Kovarianzfunktionen des Modells verglei-
chen zu kénnen, bedarf es der analytischen Berechnung der Kovarianzfunktionen des Modells.
Diese werden im Anhang 10.1 ausfiihrlich hergeleitet. Die Kovarianzfunktionen werden hier
nur aufgelistet:

Bo?, <1 1 yops? (1 1
C(M,M|r) = —eoltl — ZeBlrl) p TIET (2ol Zealtl)  wr (55
( , |7-) ﬁz—a2 ae ﬁe +a2—72 ’ye ae T, ( )
O(To. Tolr) = b’ vr, (56)
oa?Bo? (1 1 oF ¥
_ 8 rr
CTr Telr) = 55 <56 - aeml> Ml (et —yel) v, (57)
_ 1 2,7 Vr <0
opHe T>
C(To, M|r) = v 58
( |7) { ﬂia2|'8|0?) (aiﬁe(w _ %eﬁT) V1 > 0, (58)
i (o707~ i) 2 (=) e
C(Tp,Mlr) = ¢ 77, — - (59)
705 (aeP™ — peo) + T (2T —T)  Vr 20,
__a 52 ,—fT firr <0
C(To, Tr|r) = Vi S 60
(To, Tr|T) { 52a2|5|0% (aiﬁem — %6[37) fir 7 >0 ’ (60)
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Autokovarianz C(M,M|r)
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Abbildung 23: Die Autokovarianzfunktionen des absoluten globalen Drehimpulses in Abhingigkeit
der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen) und die ERA15-Daten (griin durch-
gezogen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunktionen mit den Parametern nach Bahn,
Peters (blau gestrichelt), nach Egger (griin gestrichelt) und nach Weickmann (rot gestrichelt).

wobei die Konstanten o' die Zerfallszeit der Autokovarianzfunktion des globalen absoluten
Drehimpulses, S~! die Zerfallszeit der Autokovarianzfunktion des globalen Gebirgsdrehmo-
mentes, v~ ! die Zerfallszeit der Autokovarianz des globalen Reibungsdrehmomentes auf den
Wert 1/e vom Ausgangswert zur Zeitverschiebung 7=0 darstellt. Die Gréfle o3, ist die Va-
rianz der Zeitreihe des globalen absoluten Drehimpulses, o% die Varianz der Zeitreihe des
globalen Gebirgsdrehmomentes und o}? die Varianz der Zeitreihe des Anteils des Reibungs-
drehmomentes, welches den Drehimpuls antreibt. In der Tabelle 4 sind die Parameter, welche
zur Berechnung der Kovarianzfunktionen bendtigt werden, aufgelistet. Die Spalte Weickmann
kennzeichnet die Groflen, die in Weickmann et al. (2000) veréffentlicht wurden, die Varianzen
der Zeitreihen sind aus Egger et al. (2003) entnommen. In der Spalte Egger sind die Zerfalls-
zeiten aus Egger (2005b) aufgefiihrt, die Varianzen stammen ebenfalls aus der Verdffentlichung
Egger et al. (2003). An Hand der GI. (100) kann auch die Zerfallskonstante o niherungsweise
berechnet werden (siehe Anhang).

8.3.1 Die Autokovarianzfunktion des globalen absoluten Drehimpulses

In den Abb. 15 und 19 ist die Autokovarianzfunktion des absoluten globalen Drehimpulses
C(M,M|r) der beobachteten ERA40-Daten aufgezeigt. In der Abb. 23 wird diese Autoko-
varianzfunktion mit den Beobachtungen der ERA15-Daten aus Egger (2005b) sowie mit den
modellierten Kovarianzfunktionen nach Gl. (55) nach dem Modell von Weickmann et al. (2000)
mit den Parametern laut Tab. 4 verglichen.
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Zum Zeitpunkt 7=0 ist die modellierte Kovarianzfunktion nach den Werten der NCEP-Reanalysen
mit einem Wert von ca. 1,210 Ha?s? am kleinsten. Jedoch ist die Varianz des absoluten glo-
balen Drehimpulses 02, in Egger et al. (2003) mit 1,77-10'* Ha%s? angegeben. Die Differenz
ergibt sich aus der zu geringen Varianz des Gebirgs- und Reibungsdrehmomentes, deren Groflen
in die Berechnung der Kovarianzfunktion einflielen. Der Abfall der Funktion ist relativ gering
im Vergleich zu den Beobachtungen der ERA-Daten. Dies liegt wiederum an der hohen Zer-
fallszeit o' mit 30 Tagen.

Die modellierte Kovarianzfunktion der ERA15-Daten nach Egger zeigt eine Varianz von etwa
1,45-10'*Ha?s?, welche gut mit den Beobachtungen aus dem ERA15-Datensatz nach Egger
(2005b) mit einem Wert von ca. 1,52-10'Ha?s? iibereinstimmt. Der Abfall der Funktion ist
grofler als bei den modellierten NCEP-Reanalysen und passt sich gut der beobachteten Ko-
varianzfunktion des ERA15-Datensatzes an. Jedoch ist eine Abweichung der Varianz bei 7=0
erkennbar, da laut Tab. 1 aus Egger et al. (2003) die Varianz 02,=1,88-10'* Ha?s? betriigt.
Die Varianz 02, der Beobachtung der ERA40-Daten wurde mit 1,93-10' Ha?s? berechnet. Die
modellierte Funktion hat zum Zeitpunkt 7=0 eine Varianz von ca. 1,88-10'* Ha?s?. Somit zeigt
sich eine gute Ubereinstimmung der Varianz o2, der Beobachtung mit der berechneten Vari-
anz iiber die Varianzen des Gebirgs- und Reibungsdrehmomentes sowie der Zerfallskonstanten.
Der Abfall der modellierten Kovarianzfunktion ist zunéchst kleiner als die der Beobachtung
in den ersten zehn Tagen, danach verflacht die Beobachtungskurve, so dass sich beide Funk-
tionen bei einer Zeitverschiebung 7 =20 Tagen schneiden. Im Zeitverschiebungsbereich von
0 < 7 <20 Tagen liegt die Kovarianzfunktion der ERA40-Daten iiber denen der ERA15- und
der NCEP-Daten.

8.3.2 Die Autokovarianzfunktion des globalen Gebirgsdrehmomentes

In der Abb. 24 sind die beobachteten Autokovarianzfunktionen der ERA40-Reanalysen (blau
durchgezogen), der ERA15-Reanalysen (griin durchgezogen) und der NCEP-Reanalysen (rot
durchgezogen) in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 dargestellt. Die Autokovarianzfunktion
der ERA15-Daten wurde aus Egger & Hoinka (2002) und die der NCEP-Daten aus Weick-
mann et al. (2000) entnommen. Die Autokovarianzfunktion der NCEP-Daten fillt mit einer
Zerfallszeit 5~ 'von ca. 1,3 Tagen ein wenig schneller ab als die der ERA-Daten mit 1,5 Ta-
gen, zeigt aber sonst einen qualitativ dhnlichen Verlauf. Die beobachteten Funktionen besitzen
einen Nulldurchgang bei ca. 4 Tagen, so dass auf eine Schwingung mit einer Periode von ca.
16 Tagen geschlossen werden kann (vergleiche Abb. 4a und Lott et al., 2004). Jedoch ist diese
Schwingung gegeniiber dem Rauschen (Varianz) schwach ausgepriagt. Dieser Nulldurchgang
kann durch die modellierten Funktionen nach Gl. (56) und den Parametern nach Tab. 4 nicht
nachvollzogen werden.

8.3.3 Die Autokovarianzfunktion des globalen Reibungsdrehmomentes

In der Abb. 25 werden die beobachteten Autokovarianzfunktionen der ERA40-Daten (blau
durchgezogen) mit denen der Eral5-Daten (griin durchgezogen) und der NCEP-Daten (rot
durchgezogen) verglichen. Die Autokovarianzfunktion der ERA15-Daten wurden Egger & Hoin-
ka (2002) und die der NCEP-Daten Weickmann et al. (2000) entnommen. Die Funktion der
ERA15-Daten wie der NCEP-Daten sind fast deckungsgleich. Sie besitzen eine Varianz von ca.
100 Ha? zum Zeitpunkt 7=0, fallen mit einer Zerfallszeit y~! von ca. 6 Tagen ab und besitzen
einen Nulldurchgang bei etwa 15 Tagen. Dies ldsst auf eine Oszillation mit einer Periode von
ca. 60 Tagen schliefen, welche mit der MJO (vergleiche Madden & Julian 1994) in Zusam-
menhang gebracht werden kann. Die Autokovarianzfunktion der ERA40-Daten hat eine um 10
Ha? hohere Variangz, fillt aber fast gleich stark wie die anderen beobachteten Funktionen ab,
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Autokovarianz C(T,,T,|t) gemessen gegen Modell
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Abbildung 24: Die Autokovarianzfunktionen des absoluten globalen Drehimpulses in Abhiingigkeit der
Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen), die ERA15-Daten (griin durchgezogen)
und den NCEP-Daten (rot durchgezogen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunktionen
mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau gestrichelt), nach Egger (griin gestrichelt) und nach
Weickmann (rot gestrichelt).

besitzt aber keinen Nulldurchgang. Die modellierten Funktionen weisen bei den NCEP-Daten
eine geringere Varianz als die beobachtete Funktion auf, wihrend die modellierte Funktion
der ERA15- Daten eine groflere Varianz aufweist. Dies liegt an der Varianz des Gebirgsdreh-
momentes und an der Zerfallszeit o', die laut Gl. (57) mit in die Modellierung einflieen.
Ein Vergleich zwischen der beobachteten und modellierten Autokovarianzfunktion der ERA40-
Daten liefert eine gute Ubereinstimmung zum Zeitpunkt 7=0. die Funktion der Beobachtung
fillt geringfiigig stirker ab, bleibt aber im gezeigten Intervall stets positiv. Da |8] > |a| und
|| > |, bleibt die modellierte Funktion stets positiv, was sich mit der beobachteten Funktion
der ERA40-Daten deckt.

8.3.4 Die Kreuzkovarianzfunktion des globalen Gebirgsdrehmomentes mit dem
absoluten globalen Drehimpuls

Betrachtet man die Kreuzkovarianzfunktion C(To, M|7) der Beobachtungen der unterschied-
lichen Datensétze in Abb. 26 miteinander, so kann man erkennen, dass im Intervall -20
Tage< 7 <-2 Tage das Gebirgsdrehmoment antikorreliert zum absoluten Drehimpuls ist, oder
physikalisch ausgedriickt, ein positiver absoluter Drehimpuls fithrt zu einem negativen Gebirgs-
drehmoment und umgekehrt in der Zeitverschiebung |7|. Im Intervall von -2 Tagen< 7 <20
Tagen sind beide Groflen zueinander korreliert, d.h. fiir positive Zeitverschiebungen 7 ergibt
sich bei einem Anstieg des Gebirgsdrehmomentes ein Anstieg des absoluten Drehimpulses.
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Autokovarianz C(T¢,T¢|t) Beobachtung gegen Modell
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Abbildung 25: Die Autokovarianzfunktionen des absoluten globalen Drehimpulses in Abhiingigkeit der
Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen), die ERA15-Daten (griin durchgezogen)
und die NCEP-Daten (rot durchgezogen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunktionen
mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau gestrichelt), nach Egger (griin gestrichelt) und nach
Weickmann (rot gestrichelt).

Wihrend die Funktion des ERA15-Datensatzes und des ERA40-Datensatzes qualitativ und
quantitativ gut iibereinstimmen, fillt fiir die Funktion des NCEP-Datensatzes das geringe
Maximum der Funktion bei 7=2 Tagen auf. Eine mogliche Ursache konnte sein, dass grofiere
Anteile des ,gravity wave drag“ T im Datensatz vorhanden sind, die dem Gebirgsdrehmo-
ment verloren gehen (vergleiche Brown, 2004).

Die modellierten Kurven stellen das Maximum der beobachteten Funktionen der ERA-Datensitze
zur Zeitverschiebung 7 ~2 Tage gut dar, jedoch fillt die modellierte Funktion fiir die unter-
schiedlichen Parameter zu langsam gegeniiber den beobachteten Funktionen ab. Auch die An-
tikorrelation fiir Zeitverschiebungen von 7 <-2 Tagen wird im Modell nicht wiedergegeben, da
im Modell keine Riickkopplung des absoluten Drehimpulses auf das Gebirgsdrehmoment vor-
handen ist. Daher fillt die modellierte Kreuzkovarianzfunktion fiir negative Zeitverschiebungen
im positiven Wertebereich schnell auf Null ab. Eine Erweiterung des Modells, welche in Egger
(2005b) beschrieben und im Abschnitt 8.4 behandelt wird, sollte die negativen Korrelationen
fiir negative Zeitverschiebungen fiir die modellierten Funktionen nachvollziehen.
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Abbildung 26: Die Kreuzkovarianzfunktionen des Gebirgsdrehmomentes mit dem absoluten globalen
Drehimpuls in Abhéingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen), die
ERA15-Daten (griin durchgezogen) und die NCEP-Daten (rot durchgezogen) im Vergleich zu den mo-
dellierten Kreuzkovarianzfunktionen mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau gestrichelt), nach
Egger (griin gestrichelt) und nach Weickmann (rot gestrichelt).

8.3.5 Die Kreuzkovarianzfunktion des globalen Reibungsdrehmomentes mit dem
absoluten globalen Drehimpuls

Es ist in Abb. 27 zu sehen, dass der symmetrische Anteil der Kreuzkovarianzfunktion des
ERA15-Datensatzes und des NCEP-Datensatzes wie auch des ERA40-Datensatzes negativ
korreliert sind, jedoch ist der Anteil des antisymmetrischen Anteils der Funktion in beiden
Datensétzen grofler und der symmetrische Anteil kleiner als in der Funktion des ERA40-
Datensatzes. Daher tragen diese Funktionen einen gréfleren Beitrag zur Autokovarianzfunkti-
on C(M, M|t) bei (siehe Abschnitt 7.2) als die Funktion des ERA40-Datensatzes. Es ist auch
zu bemerken, dass das Minimum der Funktion des NCEP-Datensatzes bei 7=-3 Tagen, des
ERA15-Datensatzes bei 7=-2 Tagen und des ERA40-Datensatzes bei 7 =-0,5 Tagen liegt. Die
beobachteten Kreuzkovarianzfunktionen des NCEP-Datensatzes besitzt einen Nulldurchgang
bei 7=7 Tagen und die des ERA15-Datensatzes bei 7=10 Tagen, so dass die Funktionen dann
korreliert sind. Dies impliziert, dass durch Oszillationen von Perioden von ca. 28 bis 40 Tagen
diese positive Korrelation hervorgerufen werden. Ein Vergleich mit Abb. 5a und Lott et al.
(2004) zeigt, dass sich in diesem Periodenbereich signifikante Oszillationen befinden. Jedoch
ist dieser Nulldurchgang in der beobachteten Funktion des ERA40-Datensatzes nicht zu er-
kennen, die Funktion liegt zwar nahe Null im Bereich von 15 Tage< 7 <20 Tage, so dass sich
Dampfung und Oszillation hier gegenseitig auftheben.

Die modellierten Funktionen besitzen bei einer Zeitverschiebung 7=-20 Tagen den doppelten
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Abbildung 27: Die Kreuzkovarianzfunktionen des Reibungsdrehmomentes mit dem absoluten globa-
len Drehimpuls in Abhingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen),
die ERA15-Daten (griin durchgezogen) und die NCEP-Daten (rot durchgezogen) im Vergleich zu den
modellierten Kreuzkovarianzfunktionen mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau gestrichelt), nach
Egger (griin gestrichelt) und nach Weickmann (rot gestrichelt).

negativen Wert mit ca. 4-10"Ha?s wie die Funktionen der Beobachtung. Das Minimum der
modellierten Funktionen liegt bei 7=-7 Tagen (ERA40), 7=-8 Tagen (NCEP) und 7=-4 Ta-
gen (ERA15). Somit ist das Minimum der modellierten Funktionen negativ zeitverschoben
zu den Beobachtungen. Die Werte zum Zeitpunkt 7=0 der modellierten Funktionen stimmen
mit den Beobachtungen der ERA15- und des NCEP-Daten iiberein, liegen vom Betrag her
aber unterhalb der Beobachtungen der ERA40-Daten. Der Anstieg der Funktion fiir positive
Zeitverschiebungen fillt moderater aus und die hohe positive Korrelation der ERA15- und
NCEP-Daten fiir 7 >10 Tage wird nicht modelliert.

8.3.6 Die Kreuzkovarianzfunktion des globalen Gebirgsdrehmomentes mit dem
globalen Reibungsdrehmoment

In der Abb. 28 werden die Kreuzkovarianzfunktionen des Gebirgsdrehmomentes mit dem
Reibungsdrehmoment aus den Beobachtungen der ERA40-Daten (blau durchgezogen), der
ERA15-Daten (griin durchgezogen) und der NCEP-Daten (rot durchgezogen) mit den model-
lierten Kovarianzfunktionen der Parameter laut Tab. 4 von Bahn/Peters (blau gestrichelt),
Egger (griin gestrichelt) und Weickmann (rot gestrichelt) in Abhéngigkeit der Zeitverschie-
bung 7 verglichen.

Zum Zeitpunkt 7=0 verlaufen die Funktionen der Beobachtung der ERA15-Daten und der
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Abbildung 28: Die Kreuzkovarianzfunktionen des globalen Gebirgsdrehmomentes mit dem Reibungs-
drehmoment in Abhingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen), die
ERA15-Daten (griin durchgezogen) und die NCEP-Daten (rot durchgezogen) im Vergleich zu den mo-
dellierten Kreuzkovarianzfunktionen mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau gestrichelt), nach
Egger (griin gestrichelt) und nach Weickmann (rot gestrichelt).

NCEP-Daten durch den Nullpunkt, so dass zu diesem Zeitpunkt der symmetrische Anteil
Null ist. Dies bedeutet, dass kein Zusammenhang zwischen dem Gebirgs- und Reibungsdreh-
moment besteht oder verschiedene Vorginge sich kompensieren. In den Beobachtungen der
ERA40-Daten jedoch ergibt sich zu 7=0 eine negative Kovarianz von ca. 52 Ha?. Das Mi-
nimum der Funktion der Beobachtung der ERA15-Daten liegt wie das der NCEP-Daten bei
T7=4 Tagen, jedoch ist der Betrag bei den ERA15-Daten mit ca. 60 Ha? fast dreimal so grof
wie bei den NCEP-Daten. Das Minimum der ERA40-Daten liegt noch einmal um 10 Ha?
unterhalb der ERA15-Daten und liegt bei ca. 7=1,5 Tagen. Die Funktionen steigen bis zu ei-
ner Zeitverschiebung 7=20 Tagen nahe Null an. Bemerkenswert sind die Kovarianzfunktionen
fiir negative Zeitverschiebungen. Die Funktionen liegen bei einer Zeitverschiebung von 7=-20
Tagen nahe Null und steigen bis zu 7=-2 Tagen (ERA40: -4 Tagen) an.

Die modellierten Funktionen kénnen diese positiven Werte der Kovarianzfunktion fiir nega-
tive Zeitverschiebungen nicht darstellen, da wie schon fiir die Funktion C(Tp, M|7) erwéihnt
die Riickkopplung des Gebirgsdrehmomentes in den Modellgleichungen fehlt. Die Erweiterung
des Modells wie in Egger (2005b) beschrieben, soll hierfiir Abhilfe schaffen. Die modellierten
Kovarianzfunktionen zeigen im Gegensatz zu den Beobachtungen aus den ERA15- und NCEP-
Daten negative Werte fiir 7=0 auf, wie es auch die Beobachtung der ERA40-Daten aussagt.
Wie man aus den unterschiedlichen Kurvenverldufen der modellierten Funktionen sehen kann,
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héngt das Minimum, welches bei 7=3 Tagen liegt, stark von der Wahl der Zerfallskonstante
a ! ab. Der Anstieg der modellierten Funktionen fiir 7 >5 Tage fillt moderater aus als in den
beobachteten Funktionen.

8.4 Die Erweiterung des Modells nach Egger

Wie in den Abbildungen 26 und 28 zu erkennen ist, fehlt fiir die modellierten Kovarianzfunk-
tionen C(Tp, M|7) und C(To,Tr|7) der Riickkopplungseffekt fiir 7=0 im Weickmann’schen
Modell, der in den beobachteten Funktionen dargestellt wird. Dies bedeutet wiederum, dass
ein solcher Riickkopplungseffekt in der realen Atmosphére besteht und daher eine Erweiterung
des Modells von Weickmann vorgenommen werden kann.

In der Studie von Egger (2005b) wird der Ansatz aufgegriffen, dass durch die Orografie ei-
ne Dampfung des Gebirgsdrehmomentes hervorgerufen wird. Die mathematischen Grundlagen
werden in Majda et al. (1999, 2003) behandelt. Somit erfolgt die Erweiterung des Modells von
Weickmann et al. (2000) in Analogie zum Reibungsdrehmoment Tr in der Form

To = vM+T} (61)
dT*
dtO = BTH+ Fo (62)

mit der Dadmpfungskonstante v fiir das Gebirgsdrehmoment. Der Term v M stellt die Dadmpfung
und die Grofle Tj5 den Antrieb durch das Gebirgsdrehmoment dar, welcher durch ein rotes
Rauschen mit einer Differentialgleichung 1. Ordnung produziert wird. Es wird erwartet, dass
die Ddmpfung des Gebirgsdrehmomentes kleiner als die des Reibungsdrehmomentes ist und
somit v < a. Fiir die Berechnung der Kovarianzfunktionen wird der Parameter 4 = o + v als
Inverses der Zerfallszeit der Autokovarianzfunktion des absoluten Drehimpulses aus Griinden
der Ubersichtlichkeit eingefiihrt. Die Berechnung der modellierten Kovarianzfunktionen erfolgt
aus den stochastischen Differentialgleichungen

d
TO = aM —i—Tg
d
lo = PIo+Fo
Tr = oM —|—Tl:—k,
d
Hieraus ergibt sich die Gleichung
dM

Zur Loésung der Kovarianzfunktionen geht man analog zum vorher beschriebenen Modell nach
Weickmann im Anhang Abschnitt 10.1 vor, jedoch miissen in einem Zwischenschritt die Ko-
varianzfunktionen C(T5, Tr|7), C(Tg, To|T), C(Ts, Tr|T) und C (T}, To|T) berechnet werden
(siehe Anhang 10.2). Die Funktionen lauten

Botl <1 e 1 yoi2 /1 1
C(M, M|r) = 1esirl _ eum) 4 _J9F <67|T| _ 6m> 64
( I7) p? —p2\p I p? =% \y I (64
*2
C(To,Tolr) = M20£)52 {_(52 _ a2)eﬁ\rl + Weurl} (65)
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Da die Parameter u, 0} und o}? nicht aus den Kovarianzfunktionen der Beobachtung direkt
abgenommen werden konnen, wird eine Abschéitzung der Parameter vorgenommen. Folgt man
Egger (2005b), so wird fiir die Ermittlung der Ddmpfungskonstante v = «/3 angenommen, so
dass mit p = a+ v gilt

3
a = -
4#
1
v o= —U.
4”

Zur Bestimmung der drei Parameter u, 077 und o} werden die Autokovarianzfunktionen
C(M,M|r),C(To,To|r) und C(Tp, Tr|T) an der Stelle 7=0 betrachtet und die entsprechenden
Varianzen eingesetzt. Somit folgt

o _ Pog (1 1 yoi (11
M- (B u>+u2—’y? <’y u> 7
2 _ o5 a2 2y Brpta) Vo 1 1
70 = MQ—ﬁQ[ (7 =a) + 7 ]Jru?—v? (7 u) (73)
2 _ o?Bofy 11 o 29 ay(p +v)
" = NQ—ﬁ2<ﬁ+u>+u2—72{ =)+ 7 ] (74)

Nimmt man an, dass die Parameter v < o << 7 < f und p << v < f, so kann man
die quadratischen Terme von v, o und p vernachlissigen, die linearen Terme werden aber
beriicksichtigt. Es ergeben sich folgende gendherte Gleichungen

- G ()2 ()

o2 = o 1_(1/(”5:&)}
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Abbildung 29: Die Kreuzkovarianzfunktionen des globalen Gebirgsdrehmomentes mit dem absoluten
Drehimpuls in Abhéingigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen) im
Vergleich zu dem Modell nach Weickmann et al. (2000) mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau
gestrichelt)und der Modifizierung des Modells nach Egger (2005b) (blau gepunktet).

Durch weitere Umformumgen und der Annahme, dass 4 — 8 = —f sowie u — vy & —7, so erhilt

man
1 (o} o%
poRo gt
OM B vy

Die eingesetzten Werte der Beobachtung ergeben fiir die Zerfallskonstante 4 = —19,8 Tage ™!
und weiterhin fiir « = —26,3 Tage™! und v = —79,0 Tage™!. Hieraus kann entnommen
werden, dass die Zerfallskonstanten o aus dem Weickmann’schen Modell mit der Zerfallskon-
stante 4 nach der Erweiterung von Egger weitestgehend iibereinstimmen. Fiir die Varianzen
des stochastischen Antriebes durch das Gebirgsdrehmoment und des Reibungsdrehmomentes
berechnet man nach Gl. (73) und (74) fiir 0} = 425 Ha? und o}? = 117 Ha?. Ein Vergleich
mit den Varianzen der Beobachtung ergibt, dass in erster Naherung zur Berechnung die Vari-
anzen aus den Beobachtungen herangezogen werden kénnen.

ten Werte der Beobachtung ergeben fiir die Zerfallskonstante = —19, 8 Tage™! und weiterhin
fir « = —26,3 Tage ! und v = —79,0 Tage !. Hieraus kann entnommen werden, dass die
Zerfallskonstanten « aus dem Weickmann’schen Modell mit der Zerfallskonstante p nach der
Erweiterung von Egger weitestgehend {ibereinstimmen. Fiir die Varianzen des stochastischen
Antriebes durch das Gebirgsdrehmoment und des Reibungsdrehmomentes berechnet man nach
Gl. (73) und (74) fiir 0} = 425 Ha® und 032 = 117 Ha?. Ein Vergleich mit den Varianzen der
Beobachtung ergibt, dass in erster Naherung zur Berechnung die Varianzen aus den Beobach-
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Abbildung 30: Die Kreuzkovarianzfunktionen des globalen Gebirgsdrehmomentes mit dem Reibungs-
drehmoment in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten (blau durchgezogen) im
Vergleich zu dem Modell nach Weickmann et al. (2000) mit den Parametern nach Bahn, Peters (blau
gestrichelt)und der Modifizierung des Modells nach Egger (2005b) (blau gepunktet). Eine Funktion
mit angepassten Parametern (¢3=830 Ha? und 0%=0 Ha?) ist zum Vergleich dargestellt (blau strich-
punkt).

tungen herangezogen werden kénnen.

Verwendet man diese Parameter zur Berechnung der Kovarianzfunktionen, so kann man in
der Abb. 29 erkennen, dass die Riickkopplung des Gebirgsdrehmomentes mit dem absolu-
ten Drehimpuls vorhanden ist und die modellierte Kovarianzfunktion die Funktion aus der
Beobachtung fiir negative Zeitverschiebungen sehr gut wiedergibt. Jedoch tritt fiir positive
Zeitverschiebung eine unverhéltnismiflig hohe Dédmpfung der Funktion auf, die zu einem ge-
ringeren Betrag des Maximums bei einer Zeitverschiebung von 7=3 Tagen fiithrt. Der Abfall
der modellierten modifizierten Kovarianzfunktion ist wie bei der modellierten Funktion nach
Weickmann et al. (2000) zu gering.

Betrachtet man die modellierte modifizierte Kovarianzfunktion C(Tp,Tr|7) in Abb. 30, so
kann festgestellt werden, dass ebenso bei dieser Funktion durch die Modifikation nach Eg-
ger (2005b) eine hohere Dampfung der Funktion, d.h. ein schwicheres Minimum fiir positive
Zeitverschiebungen vorhanden ist. Die neu modellierte Funktion steigt wie die die modellierte
Funktion nach Weickmann et al. (2000) schwicher an als die Kovarianzfunktion der Beob-
achtung aus den ERA40-Daten. Fiir negative Zeitverschiebungen sind die positiven Werte der
Kovarianzfunktion der Beobachtungen nicht modelliert worden. Wie eine Variation der Pa-
rameter belegt (nicht gezeigt), wiirde sich der Kurvenverlauf der modellierten Funktion im
Bereich von -20 Tagen< 7 <-2 Tagen der Funktion der Beobachtung nidhern, wenn die Varianz
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des Gebirgsdrehmomentes doppelt so grofl wie beobachtet und die Varianz des Reibungsdreh-
momentes nicht vorhanden ist.

Daher kann man die Schlussfolgerung ziehen, dass das erweiterte Markov-Modell mit der
Einfiihrung des Parameters v in der Dampfung des Gebirgsdrehmomentes die Riickkopplung
des Gebirgsdrehmomentes auf den Drehimpuls recht gut wiedergibt, jedoch den positiven Riick-
kopplungseffekt des Gebirgsdrehmomentes auf das Reibungsdrehmoment nicht beriicksichtigt.
Es sollte an dieser Stelle hingewiesen werden, dass eine Annahme des Modells nach Weickmann
et al. (2000) lautete, dass sich die stochastischen Antriebe des Gebirgs- und Reibungsdrehmo-
mentes nicht beeinflussen.

8.5 Die Anwendung des Modells auf die Polarkappen

In der Studie von Egger (2005a) wurde das im vorhergehenden Abschnitt erlduterte Modell auf
verschiedene Breitengiirtel angewandt. Jedoch geht aus der Studie hervor, dass dieses Modell
die polaren Gebiete zwischen 70° und 90° geografischer Breite nur unzureichend beschreibt.
Wie im Abschnitt 4.3 hervorgehoben wurde, ist die Drehimpulsbalance des absoluten Drehim-
pulses fiir den gesamten Erdball nicht ausgeglichen (vergleiche Huang et al. 1999, Egger et al.
2003). Verwendet man aber den relativen Drehimpuls, seine Ableitung und die zugehorigen
Drehmomente, so stellt sich die Drehimpulsbalance besser dar (siehe Tab. 3). Es ist auch aus
Tab. 1 ersichtlich, dass die Varianz hauptséchlich aus dem relativen Drehimpuls stammt, so
dass der stochastische Antrieb durch die Varianz zumeist erhalten bleibt.

Aus diesem Grund wird versucht, das Modell nach Weickmann et al. (2000) und die Erwei-
terung von Egger (2005b) auf den relativen Drehimpuls inklusive seiner Ableitung und der
Drehmomente in einer Polarkappe vom Pol bis zu einer geografischen Breite von +£60° an-
zuwenden. Hierfiir miissen noch zuséitzlich die konvergenten Fliisse des Drehimpulses in die
Polarkappe hinein oder aus der Polarkappe heraus sowie das Coriolisdrehmoment beriicksich-
tigt werden. Aus der Gl (13) und Hinzunahme des Flusses des relativen Drehimpulses folgt

oM,
ot

= To+Tr—Tc+ Jyr

fir die Polarkappe.
Weiterhin wird im Abschnitt 7.3.3 herausgestellt, dass die Kreuzkovarianzfunktion C'(M,, Tr|T)
symmetrisch ist (vergleiche Abb. 21) und somit keinen Beitrag zur Autokovarianzfunktion von
C(M,, M,|T) leistet. Daher kann die Antriebskomponente des Reibungsdrehmomentes ver-
nachlissigt werden und man erhilt als zweite Gleichung mit der Ddmpfung durch das Rei-
bungsdrehmoment

Tr = aM.

Die Kovarianzfunktion des Gebirgsdrehmomentes mit dem relativen Drehimpuls C(M,, To|T)
ist in Abb. 21 schwach ausgeprégt, besitzt aber einen antisymmetrischen Anteil und wird daher
in der Form wie im modifizierten Modell von Egger (2005b) durch einen Dédmpfungsanteil und
einen Antrieb durch rotes Rauschen, generiert durch eine Differentialgleichung 1. Ordnung
dargestellt

TO = IJM+T5
dT§

TS + Fp.
dt BTo + Fo

Das Coriolisdrehmoment und der Fluss des Drehimpulses flieen durch alleiniges rotes Rau-
schen in das Modell ein
dJ,
dt

= 0J,+ Fy
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Variable | Einheit | global | Polarkappe Siid | Polarkappe Nord

p! Tage | -19,8 -8,3 -8,2
a ! Tage | -26,3 11,1 -11

v! Tage -79 -33.2 -32,8
pt Tage | -1,54 -1,36 -1,41
o1 Tage - -1,39 -1,6
g1 Tage - -1,42 -1,67
o Ha? 413 25,8 26,4
o2, Ha?’ - 21,1 11,3
o4 Ha? - 155 137

Tabelle 5: Auflistung der Variablen zur Berechnung der Kovarianzfunktionen des Polarkappenmodells.
Die Zerfallszeiten sind den Autokovarianzfunktionen der Beobachtung in den Abb. 19 und 20 entnom-
men, die Varianzen wurden aus den Zeitreihen berechnet.

dTe
At
wobei die Gréflen F'; und Fo die Antriebe durch das weifle Rauschen darstellen.
Die Berechnung der Kovarianzfunktionen erfolgt im Anhang Abschnitt 10.3. Die berechneten

Kovarianzfunktionen werden hier nur aufgelistet. Fiir die Polarkappe lauten die berechneten
Kovarianzfunktionen
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Die Zerfallskonstanten § und ¢ sowie die Varianzen o2, 02 und o2 werden den Kovari-
My O, 0O YC J

anzfunktionen der Beobachtung entnommen, wobei angenommen wird, dass 0*02 ~ 0?) ist. Es
ergeben sich folgende Konstanten Die Zerfallszeiten «@ und v wurden wie im vorhergehenden
Abschnitt mit o~ ! = 3,u L und v! = 447! berechnet und die Niherung 02 ~ o}F verwendet.
Mit Hilfe dieser Konstanten und der vorgenannten Gleichungen werden die Kovarianzfunktio-

nen modelliert und mit den Beobachtungen aus der ERA40-Daten verglichen.

8.5.1 Der Vergleich der Autokovarianz des relativen Drehimpulses der Polarkap-
pen der Beobachtung mit dem Modell

In der Abb. 31 sind die Autokorrelationsfunktionen des relativen Drehimpulses der Nord- und
Siiddpolarkappen aus den Beobachtungen und der Modellierung zu sehen. Es ist zu erkennen,
dass die modellierten Kovarianzfunktionen zur Zeitverschiebung 7=0 fiir die Polarkappe Siid
mit ca. 1,5-10'3 Ha?s? um mehr als das doppelte vom Wert der Kovarianzfunktion der Beob-
achtung abweicht. Ebenso ist die modellierte Kovarianzfunktion der Nordpolarkappe um das
fiinffache groBer als die beobachtete Kovarianzfunktion zur Zeitverschiebung 7=0 und liegt
nur unwesentlich unter der modellierten Kovarianzfunktion der Siidpolarkappe. Der Abfall der
modellierten Funktion ist gréfler als die der Beobachtungen. Es muss gesagt werden, dass die
Wahl der Parameter optimiert werden kann, so dass diese grofien Abweichungen nicht zustande
kommen.

8.5.2 Der Vergleich der Autokovarianz des Drehmomente und des Drehimpuls-
flusses

Betrachtet man die Autokovarianzfunktion des Flusses des Drehimpulses der Polarkappen des
Modells in Abb. 32d, so kann man erkennen, dass die Funktionen der Beobachtung mit de-
nen des Modells iibereinstimmen. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da zur Modellierung
der Funktion die Varianz fiir die Zeitverschiebung 7=0 Tage und die Zerfallszeit 6~' aus der
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Abbildung 31: Die Autokovarianzfunktionen des relativen Drehimpulses in Abhiingigkeit der Zeitver-
schiebung 7 fiir die ERA40-Daten der Polarkappe Nord (blau durchgezogen), Der Polarkappe Siid (rot
durchgezogen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunktionen mit den Parametern nach
Tab. 5 fiir die Polarkappe Nord (blau gestrichelt) und die Polarkappe Siid (rot gestrichelt).

Funktion der Beobachtung direkt abgenommen wurden und keine weiteren Variablen in die
Modellierung der Funktion aus Gl. (136) eingeflossen sind. Es sind laut Modellgleichung nur
positive Korrelationen moglich. Die Unterschwingung der Beobachtung in der Siidpolarkappe
wird durch Oszillationen hervorgerufen. Diese Oszillationen dieser Funktionen mit Perioden
von 7 und 9-10 Tagen (vergleiche Abb. 20) werden ebenfalls nicht modelliert, da nur ein sto-
chastischer Modellansatz gew&hlt wurde.

Ebenso sollten sich die Autokovarianzfunktionen C(T¢,T¢|7) Abb. 32c fast deckungsgleich
verhalten, da wie in der vorher betrachteten Funktion die Parameter aus den Funktionen der
Beobachtung entnommen wurden. Im Bereich der Zeitverschiebung von 0 Tage < 7 <2 Tage
zeigen die modellierten Funktionen eine gute Ubereinstimmung mit den Beobachtungen. Da-
nach fallen die Kovarianzfunktionen des Modells durch die Exponentialfunktion mit negativem
Exponenten gegen Null ab, die Kovarianzfunktionen der Beobachtung bleiben bei einem Wert
von ca. 2 Ha? fiir den betrachteten Zeitverschiebungsbereich bis 7=20 Tage konstant, was
bereits im Abschnitt 7.3.2 behandelt wurde.

Wendet man sich dem Vergleich der Autokovarianzfunktionen des Gebirgsdrehmomentes zu,
so lésst sich ebenfalls wie in den beiden vorher betrachteten Kovarianzfunktionen zwischen
Beobachtung und Modell eine gute Ubereinstimmung erkennen, obwohl die Gl. (157) zur Be-
rechnung der Autokovarianzfunktion C(Tp,To|7) in Abb. 32a alle aus den Beobachtungen
erforderlichen Parameter benotigt.

Die Autokovarianzfunktion C(Tr,Tr|7) des Modells unterscheidet sich in Abb. 32b von der
Beobachtung um ca. 2 Groenordnungen. Betrachtet man die Gl. (152) zur Modellierung der
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in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten

modellierten Autokovarianzfunktionen mit den Parametern nach Tab. 5 fiir die Polarkappe Nord (blau

der Polarkappe Nord (blau durchgezogen), der Polarkappe Siid (rot durchgezogen) im Vergleich zu den
gestrichelt) und die Polarkappe Siid (rot gestrichelt).

Abbildung 32: Die Autokovarianzfunktionen des Gebirgs- (a), Reibungs- (b) und Coriolisdrehmomen-

tes (c) sowie des Drehimpulsflusses (d)
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Autokovarianz des Reibungsdrehmomentes, so ist C(Tr, Tr|7) = a?C(M,, M,|T). Die Kova-
rianzfunktion des relativen Drehimpulses der Polarkappen war ebenfalls schon das zwei- bis
fiinffache zu hoch, so dass fiir die Variable «, soweit sie nur durch den Vorfaktor die Au-
tokovarianz von C(Tr,Tr|7) beeinflusst, um das ca. fiinf- bis siebenfache zu hoch angesetzt
ist.

8.5.3 Die Kovarianzfunktionen des relativen Drehimpulses mit den Drehmomen-
ten und dem Fluss des Drehimpulses

Es wird die Kreuzkovarianzfunktion C(M,,To|r) in der Abb. 33a betrachtet. Wie in den
Funktionen der Beobachtung ist der symmetrische Anteil der modellierten Funktion negativ
korreliert wie es von einer Ddmpfung erwartet wird. Der antisymmetrische Anteil der model-
lierten Funktionen wird ebenfalls korrekt wiedergegeben, indem die Funktionen fiir negative
Zeitverschiebungen positiv und fiir positive Zeitverschiebungen negativ korreliert sind. Jedoch
ist der antisymmetrische Anteil der modellierten Funktionen iiberbewertet, d.h. ein positives
Ereignis im Drehimpuls wiirde im Modell zu einem stirkeren negativen Gebirgsdrehmoment
fithren als in der Beobachtung.

Der symmetrische Anteil der Kreuzkorrelationsfunktion des Drehimpulsflusses mit dem Dre-
himpuls C(M,, J;|7) in Abb. 33d ist im Modell wie in der Beobachtung positiv korreliert.
Jedoch ist der Betrag im Modell in etwa doppelt so grof§ wie in der Beobachtung festgestellt.
Im Modell wird der antisymmetrische Anteil der Kovarianzfunktion qualitativ korrekt wie-
dergegeben, d.h. fiir negative Zeitverschiebungen ist die Korrelation positiv und fiir positive
Zeitverschiebungen negativ. Die Unterschwingung, die in der Funktion der Beobachtung der
Siiddpolarkappe vorhanden ist, kann durch das Modell nicht wiedergegeben werden. Die mo-
dellierte Funktion fillt stetig auf einen Wert nahe Null bei 7=20 Tage ab.

Die Kreuzkovarianzfunktion C(M,,Tr|7) des Modells in Abb. 33b ist wie auch in den Beob-
achtungen symmetrisch und negativ korreliert. Es ist aber festzustellen, dass hier wie in bei
den modellierten Kovarianzfunktionen C(M,, M,|7) und C(M,,To|7) der Betrag der Werte
zu grof ist.

Ebenfalls zu hohe Betragswerte weist die modellierte Kreuzkovarianzfunktion C(M,,T¢|7) in
Abb. 33c fir ihr Minimum bei 7=-2 Tagen auf. Es ist zu erwidhnen, dass durch die fehlende
Riickkopplung vom Coriolisdrehmoment die positive Korrelation fiir positive Zeitverschiebun-
gen nicht dargestellt werden kann und der antisymmetrische Anteil der Funktion C'(M,,T¢|T)
der Beobachtung nicht wiedergegeben werden kann.

Vergleicht man die modellierten Autokovarianzfunktionen C(M,, M,|7) mit den Kreuzko-
varianzfunktionen C(M,,To|7), C(M,,Tr|7), C(M;,Tc|T) und C(M,, J,|7) miteinander, so
ist erkennbar, dass die modellierten Funktionen in etwa doppelt so grofle Betréige der Kovari-
anzen in ihren Minima oder Maxima ausgibt. Da die Varianz 03 >> 00*2, O’% ist, sollte un-
tersucht werden, inwieweit die Impulsfliisse mit den Drehmomenten wechselwirken und welche
Riickkopplungseffekte in das Modell einfliefen kénnten. Die positive Korrelation der model-
lierten Kovarianzfunktion C'(M,,T¢|7) konnte mit dem Ansatz wie in Egger (2005b) fiir das
Coriolisdrehmoment in der Form

Te = KIc+TH
dif fTet = eTa+ Fe

versucht werden darzustellen.
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Reibungs- (b) und Coriolisdrehmomentes (c) sowie des Drehimpulsflusses (d) in Abh#ngigkeit der Zeit-
verschiebung 7 fiir die ERA40-Daten der Polarkappe Nord (blau durchgezogen), der Polarkappe Siid
(rot durchgezogen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunktionen mit den Parametern
nach Tab. 5 fiir die Polarkappe Nord (blau gestrichelt) und die Polarkappe Siid (rot gestrichelt).

Abbildung 33: Die Kreuzkovarianzfunktionen des relativen Drehimpulses mit dem Gebirgs- (a),
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Kreuzkovarianz C(T,, T¢|t) Beobachtung gegen Modell
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Abbildung 34: Die Kreuzkovarianzfunktionen des Gebirgsdrehmomentes mit dem Reibungsdrehmo-
ment in Abhéngigkeit der Zeitverschiebung 7 fiir die ERA40-Daten der Polarkappe Nord (blau durch-
gezogen ), der Polarkappe Siid (rot durchgezogen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunk-
tionen mit den Parametern nach Tab. 5 fiir die Polarkappe Nord (blau gestrichelt) und die Polarkappe
Siid (rot gestrichelt).

8.5.4 Die Kreuzkovarianzen der Drehmomente und des Drehimpulsflusses

Die Kreuzkovarianzfunktion C(To,Tr|7) in Abb. 34 des Modells gibt die Kovarianzfunktion
der Beobachtung gut wieder. Die positive Korrelation fiir negative Zeitverschiebungen ent-
spricht den Beobachtungen, jedoch wird die modellierte Kovarianzfunktion der Nordpolarkap-
pe fiir 7 >3 Tage negativ, was nicht die Beobachtungen widerspiegelt.

Bei Betrachtung der modellierten Kovarianzfunktion C(T¢,Tr|7) in Abb. 35b kann festge-
stellt werden, dass die positive Korrelation der Beobachtung fiir positive Zeitverschiebungen
gut wiedergegeben wird. Jedoch kann die negative Korrelation fiir negative Zeitverschiebungen
wegen der fehlenden Riickkopplung des Coriolisdrehmomentes wir zuvor erwdhnt im Modell
nicht nachvollzogen werden.

Die Kreuzkovarianzfunktion C(Tp,T¢|7) in Abb. 35a des Modells zeigt eine positive Korre-
lation fiir negative Zeitverschiebungen wie in den Beobachtungen. Es kann aber die negative
Korrelation zum Zeitpunkt 7=0 nicht dargestellt werden, welche in den Funktionen der Zeitrei-
hen der Beobachtung aufgezeigt werden.

Die Kreuzkovarianzfunktionen C(J;, To|7) in Abb. 35¢ des Modells geben den Verlauf der be-
obachteten Kovarianzfunktion sehr gut wieder, welche fiir positive Zeitverschiebungen negativ
korreliert sind. Jedoch wird der Betrag der Kovarianz zu schwach im Modell wiedergegeben.
In Abb. 35d wird die Kreuzkovarianzfunktion C(J,, Tr|7) des Modells mit den Beobachtungen
verglichen. Das Uberschwingen der Funktion der Beobachtung der Siidpolarkappe fiir Zeitver-
schiebungen von -6 Tagen< 7 <-2 Tage kann vom Modell nicht nachvollzogen werden. Die
modellierte Funktion der Siidpolarkappe gibt die Beobachtung sehr gut fiir positive Zeitver-
schiebungen wieder, die modellierte Funktion der Nordpolarkappe hingegen ist in ihrem Betrag
der Kovarianz zu hoch gegeniiber den Beobachtungen. Qualitativ stimmt der Verlauf der mo-
dellierten Funktion mit der beobachteten iiberein.
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und die Polarkappe Siid (rot gestrichelt).

Coriolis- mit dem Reibungsdrehmoment (b), des Drehimpulsflusses mit dem Gebirgsdrehmoment (c)
und des Drehimpulsflusses mit dem Reibungsdrehmoment (d) in Abhingigkeit der Zeitverschiebung
gen) im Vergleich zu den modellierten Autokovarianzfunktionen mit den Parametern nach Tab. 5 fiir

fiir die ERA40-Daten der Polarkappe Nord (blau durchgezogen), der Polarkappe Siid (rot durchgezo-
die Polarkappe Nord (blau gestrichelt)

Abbildung 35: Die Kreuzkovarianzfunktionen des Gebirgs- mit dem Coriolisdrehmoment (a), des



9 Schlussfolgerungen

Der Datensatz der ERA40-Reanalysen des ECMWF vom 01.01.1978 bis 31.08.2002 wurde zur
Berechnung des Drehimpulses, seiner Tendenz und der fiir die Drehimpulsbalance erforderli-
chen Drehmomente und Drehimpulsfliissse verwendet. Eine Untersuchung auf Langzeittrends
in den berechneten Zeitreihen mittels linearer Regression fithrten zum Ergebnis, dass die vor-
handenen Trends sehr klein sind und gegeniiber der Varianz der Zeitreihen keine Rolle spielen,
somit muss keine Korrektur der urspriinglichen Daten vorgenommen werden.

Die berechneten Zeitreihen der Komponenten wie Gebirgsdrehmoment, Reibungsdrehmoment,
Coriolisdrehmoment und Flusskonvergenz wurden auf ihre Drehimpulsbalance untersucht.
Hierbei wurde die Ableitung des Drehimpulses mit Hilfe der Differenzenbildung fiir den ab-
soluten Drehimpuls M, dem planetaren Drehimpuls Mg und dem relativen Drehimpuls M,
gebildet und mit der rechten Seite der Drehimpulsbalancegleichungen nach Gl. (13), (8) und
(14) verglichen. Die Tendenzen sind global wie auch fir die Polkappen fiir M, Mg und M,
verschwindend klein. Der absolute Drehimpuls M iiber die rechte Seite der Gl. (14) berechnet
weist eine Abweichung von ca. 12,5 Ha auf. Im Vergleich liegt die Abweichung fiir den ERA15-
Datensatz bei ca. -16,5 Ha und fir den NCEP-Datensatz bei -10,9 Ha (Egger et al., 2003).
Der Betrag der Abweichung liegt in der gleichen Gréflenordnung, jedoch mit einem anderen
Vorzeichen. Ebenso zeigt der planetare Drehimpuls Mg, der durch das Coriolisdrehmoment
berechnet wird, eine Imbalance von 12,9 Ha auf. Jedoch ist der relative Drehimpuls als Summe
der drei Drehmomente Gebirgs-, Reibungs- und Coriolisdrehmoment mit ca. 0,5 Ha nahezu
ausgeglichen. In den Polkappen sind die Abweichungen kleiner, sie betragen fiir die Siidpolar-
kappe fiir M= -1,65 Ha, M= -0,13 Ha und M,=-1,52 Ha sowie fiir die Nordpolarkappe fiir
M= 0,36 Ha, Mo=-1,17 Ha und M,=1,53 Ha (vergleiche Tab. 3).

Das spektrale Verhalten der Zeitreihen des Drehimpulses, seiner Tendenz und der Drehmo-
mente wurde bestimmt. Es wurden die bekannten Oszillationen wie ENSO, QBO, MJO sowie
der mittlere Umlauf der planetaren und synoptischen Rossbywellen nachgewiesen. In den Pol-
kappen wurde auch die Stratosphére-Troposphire-Wechselwirkung wie in Cai & Ren (2006)
beschrieben fiir Perioden zwischen 40 und 50 Tagen sowie zwischen 70 und 80 Tagen mogli-
cherweise aufgezeigt. Die dominierenden Moden sind aber der Jahres- und der Halbjahresgang,
welche in den Spektren deutlich hervortreten. Bei der Untersuchung des Jahresganges des re-
lativen Drehimpulses wurde festgestellt, dass die im Durchschnitt westwirts rotierende Atmo-
sphire in der Nordhemisphére, speziell im Breitenbereich zwischen 0° und 30°N eine Anomalie
aufweist (siehe Abb. 9). Nach zeitlichen und 6rtlichen Strukturen kommt man zu dem Schluss,
dass diese Anomalie mit dem Indischen Monsun zusammenhingen kann. Im Jahresgang der
Drehimpulstendenz in Abb. 10 kann man einen starken Abfall in der siidlichen Polarkappe
zur Zeit der ,final stratospheric warming“ erkennen, der aber in der Nordpolarkappe nur sehr
schwach ausgeprigt ist. Gleichzeitig ist eine starke Divergenz des Drehimpulsflusses in beiden
Polarkappen zur selben Zeit abgebildet (Abb. 11). Gleichzeitig fillt auch das Gebirgsdrehmo-
ment in Abb. 12 stark ab, wobei der Abfall in der Siidpolarkappe doppelt so grof} ist wie in
der Nordpolarkappe. In der Nordpolarkappe wiederholt sich der Abfall auch im Monat Juni
und muss mit der Zirkulationsinderung zusammenhéngen, die noch weiter untersucht werden
sollte.

Die Bildung der Kovarianzfunktionen der Zeitreihen der Gréflen der Drehimpulsbalance fiir die
ERA40-Reanalysen bestitigen im allgemeinen die globalen Kovarianzfunktionen von Weick-
mann et al. (2000), Egger & Hoinka (2002) und Egger (2005b). Ebenso wurden die Kovarianz-
funktionen fiir beide Polarkappen gebildet. Man kann ersehen, dass in der Autokovarianzfunk-
tion fiir den relativen Drehimpuls kiirzere Zerfallszeiten zu sehen sind. Auch die Zerfallszeiten
des Reibungsdrehmomentes sind kiirzer. Die Zerfallszeit des Gebirgsdrehmomentes dndert sich
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gegeniiber der globalen Zerfallszeit nur unwesentlich (siehe Tab. 5). Die Zerfallszeiten des Co-
riolisdrehmomentes und des Drehimpulsflusses liegen von der Grofle nahe der Zerfallszeit des
Gebirgsdrehmomentes und zeigen an, dass das Spektrum wie das des Gebirgsdrehmomentes
eher einem weiflen Rauschen entsprechen.

Bei den Kreuzkovarianzfunktionen zwischen dem Drehimpuls und den Drehmomenten sowie
dem Drehimpulsfluss gibt es qualitative Unterschiede zwischen den globalen Funktionen und
den Funktionen der Polarkappen. Wéhrend die Kovarianzfunktion C(M,,Tr|7T) global einen
starken antisymmetrischen Anteil besitzt, ist diese Funktion in beiden Polarkappen symme-
trisch. Der symmetrische Anteil der globalen Funktion ist positiv korreliert und die Funktion
der Polarkappen ist negativ korreliert. Die Kovarianzfunktion C'(M,,T¢|7) fir die Polarkappe
ist fast vollstindig antisymmetrisch. Die hochste Kovarianz weist die Funktion C'(M,, J,|7) auf
(vergleiche Abb. 20). Dies bedeutet, dass die Grofien M, und J, am stirksten korrelieren. Der
symmetrische Anteil dieser Funktion ist positiv korreliert und der antisymmetrische Anteil ist
positiv korreliert fiir positive Zeitverschiebungen. Bei der Auswertung der Kovarianzfunktio-
nen der Drehmomente mit dem Drehimpulsfluss ist fiir die Stidpolarkappe die dominierende
Funktion C(J,,Tr|7) und fur die Nordpolarkappe die Funktion C(J,,To|7) (siche Abb. 21).
Beide Funktionen sind negativ korreliert fiir positive Zeitverschiebungen, d.h. der konvergente
Fluss, der in das Polargebiet hinein fliefit, wird vornehmlich durch das Reibungsdrehmoment
in der Siidpolarkappe und das Gebirgsdrehmoment in der Nordpolarkappe abgebaut. Die Rela-
xationszeit betrigt fiir die Siidpolarkappe 1,5 Tage und fiir die Nordpolarkappe <1 Tag. Diese
Beobachtungstatsachen sollte ein angepasstes stochastisches Modell erfiillen.

Durch ein stochastisches Modell nach Weickmann et al. (2000) und erweitert von Egger
(2005b), in welchem die Varianz der Drehmomente (weifles Rauschen) die Ursache der Va-
riabilitdt von Drehimpuls in der Atmosphire (rotes Rauschen) ist, werden die globalen Ko-
varianzfunktionen analytisch berechnet und mit den Kovarianzfunktionen der beobachteten
Zeitreihen verglichen. Hierbei zeigt sich bis auf die Wahl der Zerfallszeit o', dass das vorge-
schlagene Modell die beobachteten globalen Kovarianzfunktionen aus dem ERA40-Datensatz
sehr gut wiedergibt. Die Ergebnisse von Weickmann et al. (2000) und Egger (2005b) werden
bestétigt. Nur die positive Korrelation der modellierten Kovarianzfunktion C(Tp,Tr|7) fir
negative Zeitverschiebungen kénnen mit den aus den ERA40-Daten entnommenen Parame-
tern dargestellt werden (vergleiche Abb. 30). Nur die entsprechende Variation der Parameter
fithrt zu einer positiven Korrelation.

Nach erfolgreichem Test des globalen Modells wurde ein neues modifiziertes Modell, welches
den relativen Drehimpuls M, balanciert, auf die Polarkappen angewandt. Die Autokovarianz-
funktionen C(To,To|T), C(Tc,Tc|r) und C(J,, J,|7) werden gut wiedergegeben, die model-
lierten Funktionen C(M,, M,|7) und C(Tg,Tr|7T) weichen von den Beobachtungen ab. Dies
bedeutet, dass die Wahl der Parameter mit der geografischen Breite variiert und somit die
Bestimmung der Parameter nach dem globalen Modell zu Abweichungen fiihrt. Die modellier-
ten Kovarianzfunktionen des Drehimpulses mit den Drehmomenten und dem Drehimpulsfluss
sind vom Betrag der Kovarianz ebenfalls doppelt so grof8 wie in den beobachteten Funktionen.
Der Kurvenverlauf stimmt aber in alle Fallen qualitativ iiberein, so dass das Modell bis auf
den Betrag die Kovarianzen der Beobachtungen gut wiedergibt. Nur die positive Korrelation
des relativen Drehimpulses M, mit dem Coriolisdrehmoment T fiir positive Zeitverschiebun-
gen wird nicht wiedergegeben, da fiir das Coriolisdrehmoment die Riickkopplung fehlt. Hier
wiirde eine Erweiterung des Modells fiir das Coriolisdrehmoment wie in Egger (2005b) fiir das
Gebirgsdrehmoment beschrieben Abhilfe schaffen kénnen

TC = KM + Tév
dry, ,
dt = ETC + FC.
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Auch fiir die Funktionen C(To,T¢|7) und C(TF,Tc|7) fehlt diese Riickkopplung. Die model-
lierten Funktionen C(To,Trp|T), C(T0o, Jr|T) und C(TF,J,|T) geben bis auf die Betrige den
Kurvenverlauf der Beobachtung gut wieder.

Dies bedeutet, dass dieses modifizierte Modell gut auf die Polarkappen anwendbar ist. Jedoch
sollte iiberlegt werden, ob der stochastische Antrieb durch das Reibungsdrehmoment, der ver-
nachlissigt wurde, mit in das Modell einflielen sollte. Die beobachteten Kovarianzfunktionen
der Siidpolarkappe haben zumeist einen hoheren Betrag der Kovarianz. Wenn man die Varian-
zen der Polarkappen in Tab. 5 miteinander vergleicht, so kann in den modellierten Funktionen
nicht so ein starker Unterschied in den Werten erreicht werden. Die Varianz des Reibungsdreh-
momentes der Polarkappe Siid ist aber sechsmal so grof§ wie die der Nordpolarkappe. Daher
wiirde sich ein signifikanter Unterschied in der modellierten Funktion ergeben.

Diese Studie leistet einen Beitrag zum Verstindnis der Rolle der Komponenten der Drehim-
pulsbalance insbesondere in den Polkappen, die von grofler Bedeutung fiir die Wechselwirkung
der atmosphérischen Schichten sind. Des weiteren wird ein stochastischer Modellansatz vorge-
stellt, der das physikalische Verstindnis der Generierung von rotem Rauschen aus dem weiflen
Rauschen, d.h. Oszillationen lingerer Perioden aus dem stochastischen Antrieb in den Polkap-
pen verbessert.
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10 Anhang

10.1 Berechnung der Kovarianzfunktionen nach dem Modell von WRP

Entgegen der Studie von Weickmann et al. (2000), im weiteren mit WRP bezeichnet, in welcher
die Kreuzspektren der Grofen (M, To), (M, Tr) und (To, Tr) in der Amplitude und der Phase
numerisch ermittelt wurde, wird sich in diesem Fall an die Ver6ffentlichung von Egger (2005b)
angelehnt und die Kovarianzfunktionen des Modells analytisch berechnet.

Aus dem Modell von Weickmann et al. sind folgende stochastischen Grundgleichungen gegeben

dM

= To+T

1 o+ 1IF (75)
Ty = aM+T} (76)
dT;

—2 = BTo+Fo (77)
dt

dTs:

th = ATj + Fr. (78)

Um die Autokorrelationsfunktionen des weiflen Rauschens zu berechnen, geht man von der
Grundgleichung der Kreuzkorrelationsfunktion aus

C(Fp, Fplr) = /Fp(t)-FF(t—i—T)dt.

Fiir das weifle Rauschen gilt wie zuvor beschrieben

C(Fp, Frlr) = 2h|oi?s(r). (79)
Gleichlautend ergibt sich fiir
C(Fo, Folr) = 2|Blogd(r). (80)

Laut Egger (2005b) ist die Varianz von o}, ungeféhr gleich der Varianz von o und wird eben-
falls aus der Zeitreihe des T ermittelt. Die vorgenannten Funktionen sind Delta-Funktionen,
die nur um die Zeit 7 = 0 wirken. Zur Losung der Kovarianzfunktionen durch den stochasti-
schen Antrieb von Fp wird die Gl. (76) nach ¢ abgeleitet und die Gleichungen (75), (78) und
(76) in die Ableitung der Gleichung (76) eingesetzt

AT} dM AT
TR TR

dT’

TtF = o(To +Tr) +~T%: + Fr

dT’

Tf = dlp+alr+~vTr —ayM + Fr
dT’

d—tF = (a+v)Ty+alo — ayM + Fp

Die Ermittlung der Kovarianzfunktion wird durch Multiplikation von Fp(t —7) mit ' =¢ — 7
durchgefiithrt

o0

dTyp
dt ’

Fpt—1)|r) = /M-Fp(t—f)dt

o dt

— 00
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oo
dTp(t dTp(t
/FF(t—T)' (I;t()dt - /F py. 4l +T)dt

= T /FF “Tp(t' + 7)dt’

d
= —C(Fp,T .
dTC( 7, Tp|T)
Somit erhilt man
d
EC(FF,TFIT) = (a+7)C(Fp,Tp|T) + aC(Fr,To|T)

—ayC(Fp,M|71) + C(Fp, Fp|T).

(81)

Da laut dem Modell von Weickmann et al. ein Antrieb des Gebirgsdrehmomentes T durch
Fr ausgeschlossen wird, ist die Funktion C(Fr,To|7) = 0 V7. Mit Einsetzen der Gl. (79) in
Gl. (81) und Multiplikation von Fp(t — 7) mit Gl. (75) ergibt sich folgendes DGL-System

d
d*C(FFaTFV) = (a+79)C(Fp,Tr|7) + a C(Fp,To|T) —ayC(Fr, M|T)
T —_———
=0
+2|y|oFd(7)

d

d*C(FFaMh') = C(Fp,Tr|T) + C(Fp,To|T)

T ~—————

=0

In Matrixform lautet das System
d (1) _ [a+y —va Te \ , ( 2Wloid(r)
dr \ M o 1 0 M 0
mit der Koeflizientenmatrix
_ [ aty —a
e ("1 ).

Nun erfolgt die Bestimmung der Eigenwerte der Matrix mit (P-AI)

at+y—A —vya

— 0 — 2
1 ) =0 = NM—(a+9))+ya

o+ /oz—i—w
A1/2 — 2 :l:

oz-l-’y
Aijg = +

\/a + 2ary + 2 4047

o+ [a?2 —2ay +
)\1/2 _ ’Y:i: 7 72
a+ /
)\1/2 - rY:l:

a+’)’
M = 2

A=
Ao = 7.
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Es folgt nun die Bestimmung der Eigenvektoren mit (P-)\;I)#=0

a+y—a«a

EV(a) = < 1

a+y—7

EV(y) = < ]

o)) - ()
—Q T 0
1 —axy = 0
rrT = QI
EV(e) = ( (f )
—ya T _ 0
— T9 B 0
z1—yx2 = 0
Ty = Yr2
EV(y) = ( 1 )

Die Losung des homogenen DGL-Systems lautet

C(Fp,Tp|T)
C(Fp, M|T)

X

) e’ fir 7 >0 (84)

Die Bestimmung der Konstanten ¢; und co erfolgt iiber die Variation der Konstanten durch
Einsetzen der Losung des homogenen Systems der Gl (84) in die Ausgangsgleichungen (82)

und (83)

2 _ar

e + c1a?e® + chye’ + coyPel”

clae® + dyye™

und

e + crae® +c+ coye’”

Eingesetzt ergibt sich

¢ a2€a7

+ 2727 + craye®” + caarye)”
—craye® — coaryel™ + 2|y|o3E (1)

2y|o38(r)

crae®” + coye’”

! ot

ce —cheT.

2lyloia(r)

1
9 *26 —T
o 2hlo)e

1
o 9 *2(5 —ar
T a2hlee

Aus der Eigenschaft der Delta-Funktion [4d(7)f(7)dr = f(0) folgt

C2

C1

1
2 *2
77 o 1Y|oF

1
= 9 *2‘
v —a [vloF
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Die spezielle Lésung des DGL-Systems lautet dann

C(FF> TF|T) _ 1 *2 a ar 1 %2 Y YT
( C(FF,M|T) - ’)’—()[2|’Y|O-F 1 € + ’7—&2|7|0F 1 € (85)
V>0
2 0_*2
o Telr) = 2L (7 — aee) (56)
2 *2
Cre Mir) = A (o — o), (87)

Es erfolgt nun die Berechnung der Kovarianzen durch den stochastischen Antrieb von Fay.
Hierbei werden die Gln. (75)-(77) mit Fis(t — 7) multipliziert und es folgt

d
EC(FO7M|T) = C(Fo,To|T)+C(Fo,TF|T) (88)
C(Fo,Tr|T) = aC(Fo,M|r)+ C(Fo,Tp|7) (89)
=0
d
EC(FOvTOh_) = ,BC(Fo,T0|T)+C(Fo,Fo|T). (90)

Die DGL (90) stellt eine Langevin-Gleichung (siehe Gardiner 1990) dar und lisst sich einfach
16sen

[2|Blodé(r) - e FTdr + C
e—b7
C(Fo,To|lt) = 2|Blo3e’ + Ce.

C(Fo,TolT) =

Mit der Anfangsbedingung C(Fo,Tp|0) = 2|8|c? folgt

21Blop, = 2|Blop+C
C = 0.

Somit lautet die Losung der DGL (90)
C(Fo,Tolr) = 2Ilode’. (91)
Durch Einsetzen der GL. (89) in GL (88) erhélt man

d
fC(Fo,M|T) = OzC(Fo,M|T)+C(Fo,T0|T)

dr
9 2 Bt . ,—ar
C(FO, M|T) — f |5|0—Oe 70(67- dT + O
e
1
cmmw)zﬁj#wﬁwﬂfw+@m
1
C(Fo, Mlr) = ———2|Blode’ +Ceo™
B8 —a«a
Mit der Anfangsbedingung C(Fp, M|0) = 0 folgt
1
1
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Somit lautet die Losung

C(Fo,Mlr) = Z=—=2lobe™ — ——2plobe”

CFo,MI7) = 4 i ~2|plod (77 —eom) i 7 0. (92)
An Hand der GI. (89) ergibt sich

C(Fo,Tw|r) = aC(Fo, M]|r)

C(Fo, Trlr) = 5 = ~2|Blo% (eFm =€) fiiw 7 >0, (93)

Jetzt wird sich der Autokovarianzfunktion C(To,To|r) zugewandt. Aus Gl. (77) folgt durch
Multiplikation von To(t — 7)

d

EC(TOaTOh) = BC(To,To|t) + C(To, Folr)
ddTO(TOaTO|—T) = pC(To,To| — 1) + C(Fo,To| — )
ddTC(TOaTO| —7) = BC(To,To| — 1) +2|Blode P

C(To,To| — 1) = f2|ﬁ|0%627[:ﬂ7d7 +C

C(To, To| —7) = f2|ﬁ|a%z;deT+C

C(To,Tol —71) = 2'25%657 + CelT

C(To,Tol —7) = ope ™+ Ce.

Die Anfangsbedingung lautet C(Tp,To|0) = 02 und somit
04 = o05+C
c = 0.

Die Autokovarianzfunktion C(Tp,Tp|7) ist symmetrisch und daraus folgt

C(To, Tolr) = o™, (94)
Analog ist dann durch GL. (78)
O(Tf, Tpl7) = offe’™, (95)

Im néchsten Schritt wird die Kovarianzfunktion C(To, Tr|7) gesucht. Hierfiir wird die Gl. (77)
mit Tp(t — 7) multipliziert. Fir 7 > 0 gilt

d
Ecl(TFaTOh) = BC(Tr,To|7) + C1(TF, FolT)
d
ECH(TO,TH—T) = BCi(To,Tr|— 1)+ C1(Fo,TF| — )
d . a 2 —B87 —aT
G C1(To. Tl =) = CL(To,Tr| = 7) + 5= 2Alod (777 — ™)
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fe_mﬁﬂma% (6_57 - e_o”) dr + ¢

Ci(To,Tr| — 1) =

e BT
J 325218lode P dr — [ 5252|Blode “TATdT + ¢
— p—
2|8le2 _ 2|8le2 _
TRt Mg
— —
a 2 1 —aT 1 —ﬂT) BT
To, Te| —7) = 2 e - =
Ol( (oX} F| T) B_a |5|0—O <Oé+,36 2ﬁe +Cl€
Co(To, Telr) = —2— 91802 <1eO‘T _ 1eﬂ7) beefT (96)
B—a a+p 26
Fiir 7 < 0 gilt
d
ECQ(TFaTOh) = BCy(Tr,To|T)
d
ECQ(TOaTﬂ —71) = pCy(To,Tr|—T)
Cy(To, Tp|—T1) = czeﬁT
Co(To, Tr|T) = coe P7. (97)

Da die Funktion im Punkt 7 = 0 stetig ist, ergeben sich die Nebenbedingungen

C1(0) = C5(0)
C1(0) = C5(0).

Aus den Nebenbedingungen ergibt sich

«a 1 1
_— 9 2 (_ - _ — _
B—a |5|00<a+5 2ﬁ>+01 2
«a «a 1
2|Blo? — = = :
3« 1Bloo (a—i—ﬂ 2) + fa Peo
Die Lésung ist fiir die Konstanten
cC1 = 0
2
o = _ aop
a+ 3
Als spezielle Lésung der Funktion erhilt man
— 9 g2e BT fir v <0
C(To, T, atf 0 - 98
(To. Trr) { 722218103 (pec — 25¢7) fiir 7> 0 98)

Da sich laut Modell das Gebirgsdrehmoment und der Anteil des Antriebes des Reibungsdreh-
momentes nicht beeinflussen, folgt aus Gl. (76) durch Multiplikation mit To(t — 7)

C(To,TF|T) = aC(To,M|T)+C(T0,TF*‘|T)
=0

1
C(To,M|T) = EC(TO,TFW
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— 1 52 =BT fir 7 < 0
gA€ ur 7
C(To, M|7) { oo -

99
ﬁZWb% (ﬁem - %657) fir 7 >0 (99)

Fiir die weitere Berechnung wird die Kovarianzfunktion C(M,TF * |7) benotigt, die iiber die
Gl. (78) durch Multiplikation mit M (¢ — 7) gewonnen wird.

d
dfC(M,TF*|T) = ’)’C(M,TF*|T)+C(M,FF|T)
-
lor* (o= _gmaTy fiir 7 < ()
C(M, Frlr) = 0<FF,M|—T>={ v (& T oe™) T

Somit folgt

d

EC(TF*,M| —7) = yC(Tpx,M|— 1)+ C(Fp, M| — 1)

Je T 2'3',705* (e —e *)dr + ¢4
e 7

dlope [ (€7 =) b

I / e~

CTp+,M|—71) =

1 ,=2y7 _ 1 —(at7)T
s (£ = o) o

Y- e 7

2 1 1
CTp+x,M|—71) = — TorE <—6W + 6M> + el
Y-« 2y a+y

V7 <0 und
C(Tp+x,M|—71) = c9e”

V7 > 0. Aus Griinden der Stetigkeit der Funktion an der Stelle Null ergibt sich das Gleichungs-
system

coe” _2yors <—1677 + ! e‘”) +cie’”
Y-« 2y a+y
yege!T = _Borx <1 pA— e_m> +ycre””
vy—a \2 a4y

An der Stelle Null vereinfachen sich die Gleichungen zu

2’}’0’}?*( 1 1 >
cg = — —— + +c
2 Y-« 2y a+vy !

2vopx* (1 o >
y—a \2 a+vy e

An Hand der Koeffizientenmatrix ist erkennbar, dass die Determinante gleich Null ist und
somit ein Parameter frei wihlbar ist.

YC2 =

cit = 0
2yoF*< 1 1 ) 270F*<1 1 >
Co — — —7_1_ — -
y—a \ 2y a+vy Yo \2y a+tvy
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Die Losung lautet

glei,(J;GWT-— Al—e“T) Vr >0

_ a2y oty B

COMTr+17) = 290 (1 1 Yy vrcq
y— 2’)/ a+y € T=

Um die Autokovarianzfunktion von C(M, M|r) zu berechnen, werden die Gln. (75) und (75)
mit M (¢t — 7) multipliziert
d
—C(M, M|r)
dr
d

— (M, M| - 7)

C(M,To|r) + C(M,Tr|T)

C(To,M|—T)+C(TF,M|—T)

und

C(M,Tp|r)
C(Tp, M| —1)

aC(M,M|1)+ C(M,TF * |T)
aC(M,M|—71)+ C(T_-Fx,M|—T).

Setzt man nun die zweite Gl. in die erste ein, so ergibt sich

—d C(M,M|—-r)
dr
—d C(M,M|—-)
dr

C(Tpx, M| — 1)

aC(M,M|—71)+C(To, M| —7)+ C(Tpx, M| — 1)

aC(M,M|—71)+ C(To, M| — 1)+ C(Tpx, M| — 1)

<_1e'y7' 4 1 6057’)
2y o+

(35
28°

2 2
fUO > <1ea7 _ 1€BT> + 720'}7* 5 <1
B% —a* \«a B a® — v \y

Aus Symmetriegriinden kann die Gleichung umgeformt werden
<1evT| —
,),

2
P <1ea|f _ ;6%) n

B2 — a2 \a

2y0 px?
=7
20802
—a+p

pr_ 1

C(To, M| —1)
Die Losung der DGL lautet

CM,M|—-71) = e 1T — 1e‘”>

(07

’YUF*2

C(M,M|T) PR

16a|7> ,
(8%

Im folgenden kann die Kovarianz C(Tp, M|7) berechnet werden

C(M,Tp|t) = aC(M,M|r)+ C(M,Tp *|1)

C(Tp,M|—7) = aC(M,M|—71)+ C(Tp*x,M|—T)
2 2 1 1

C(Tps, M| — 1) = 2270 <—e_77 + e—w)
a—y 2y a+y

5 (1 1 2 /1 1

C(M,M| _ 7_) _ fo‘o . <ea7 _ eﬁf) + ’YQO'F* - (677 - ea7> .

p*—a® \a p a® =97 \y o
Eingesetzt ergibt sich
02 _ OF *2’}/ _ _
OTp, M| = 1) = 705 (ae™ =) 4 525 (7 —e77) ¥r <0

0'2 oF *2’)/

C(Tp,M|T) = = —Oﬁ2 (aeﬁT - B O”) + o2 =2 (e —¢€T) V7 >0
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und fir die andere Seite

C(Tp,M|—7) = aC(M,M|—71)+ C(Tp*x,M|—T)

O'F*2

C(Tpx, M| —71) = —a+7€77
2 /1 1 271 1
CM,M|-71) = ﬂfi()aQ <aea7_ﬁe[37) +0;720-i>:/2 <rye’77_aea7>
und aus der Berechnung folgt
2 2
_ _ 90 BT _ pooT OF* % or 2%
CTp,M|—71) = ol 2 (ae Be )+a2—72( e 4+ €7 V1 >0
2 2
_ 90 BT _ p,—ar OF*" Y —yr  _—ar
C(Tp,M|T) = oz (ae Be )+a2—'y? (e e ) V7 <0

Es wird sich der Autokovarianz von Tr zugewandt. Hierfiir wird die Gl. (75) mit Tr(t — 7)
miltipliziert.

d

EC(TF’M“) = C(TF,T0|T) + C(TF,TF|T)
2 2
C(TF,M|7') = 2 —,62 (ae T _IBeDéT) + — _72 (eon' _ e’YT)
«
C(Tk, Tolr) = C(To,Tp|l=7) = —— ﬁagef’% >0
d
C(Tr,Tplr) = - C(Tp,M|7) = C(TF, Tol7)
2 2
_ 90 8 OfF ¥7 7%y « 2 8
C(Tr,Tr|T) = o7 (ﬁae T — aﬁe‘”) + a2 =2 (e® —~ve’™) + o 5006 T
a2ﬂ020 1 1 op %2
_ 8 F* Y
C(TF,TF|T) = 042 — ,32 (,Be T — a€a7—> + m (aem — ’)’677—)
und aus Symmetriegriinden
012,80'?) 1 1 op %2
_ 8 F*q
C(Tp,Tr|T) = of — 2 <ﬁe Il — an‘T> + g (ozeo‘w - 767‘7‘) .

Abschiitzung der Parameter a~! und ¢}? iiber die Varianz der Drehimpulses

Mit der Autokovarianzfunktion C'(M, M|7) lisst sich an der Stelle 0 = o2, der Wert fiir «
analytisch ermitteln

2 2 g 2
M = 2% <—1+> T 5 gO0F* (1—>

2 2
2 UO UF*
o = +
M ala+p)  ala+y)
2 2
a+p  a+vy
odrala+B)a+y) = obla+y)+op (a+p)
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Mit der Ndherung, dass |a| << |5| und ||, folgt

odafy = oby+op*?p
1.2 ;1. .2
500 T S0p*
a = 29 (100)
oM
1
— = (—20+38) Tage
«

In die modellierten Funktionen wurde ein Wert fiir 1/a von -19,75 Tagen eingesetzt.
Um die Abweichung des Wertes fiir 0p*? von 0% festzustellen, wird analog zu Egger (2005b)
die Autokovarianz von C(Tr,Tr|7) an der Stelle 0 untersucht.

21842 2
. _ a¥Blod (1 1Y hlow
% = Hm_ 2\ a +a2_72(’7—04))
B 04250?) a—pf Yo p*?
- 042—52 Oéﬂ 042—’)/2 (a_’)/))
_ ol  yopx?
 a+fB a+ry
’}/O'F*2 9 O[O’%
= O’F —
o+ a+ 3
2
opx? = a;” <a% - O?‘i‘%) (101)

Die aus den Beobachtungsdaten gewonnene Varianz o% betrigt 108 Ha? und die berechnete
Varianz op*? betriigt 103 Ha?, womit in guter Niherung der Wert von 0% fiir op#? eingesetzt
werden kann.

10.2 Berechnug der Kovarianzfunktionen mit dem Parameter v nach Egger

Das Modell kann keine positive Kovarianz von Tp auf TF und negative Kovarianz von Tp auf
M fiir 7 < 0 generieren. Nach einer Inspiration von Majda et al. (1999) wurde durch die Fest-
stellung, dass auch das Gebirgsdrehmoment einen ddmpfenden Einfluss auf den Drehimpuls
besitzt, von Egger (2005b) eine Erweiterung des stochastischen Modell von Weickmann et al.
(2000) vorgenommen. Diese Erweiterung mit dem Parameter v ergibt folgendes Gleichungssy-
stem

dM
— = To+T 102
1 o+i1F (102)
Ty = aM+T; (103)
To = vM+T} (104)
AT

dto = BT+ Fo (105)
dTs

th = T} + Fr. (106)

Der stochastische Antrieb durch weiles Rauschen wird aus der Varianz der jeweiligen Zeitreihe
ermittelt und ergibt sich aus

C(Fp, Fp|t) = 2||0770(7) (107)
C(Fo, Fo|r) = 2|B|o6(r). (108)
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Zuerst werden die Autokovarianzen von C(Fg,Tp|7) und C(Fp, M|7) ermittelt. Hierfiir wird
die GL (103) nach 7 differenziert und die Gln. (102), (104) und (106) in (103) eingesetzt.

d d d

—T — — M 7T*

AT AT

d

aTF = a(To + TF) + ’)/T;; + Frp

d

ETF = dlo+alr+~Tr —ayM + Fr

d

ETF = a(vM +T5)+oTr ++Tp —ayM + Fp
d

&TF = alv—y)M+aoThH+ (a+v)Tr + Fr

Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Kombination aus den Gln. (102) und (104)

dM
= = To+T
1 o+1F
dM

Somit ergibt sich folgendes DGL-System

d
ETF = alv—y)M+oTH+ (a+v)Tp+ Fr
dM

Die Ermittlung der Kovarianzfunktion wird durch Multiplikation von Fp(t —7) mit ' =¢ — 7
durchgefiithrt

d
IC(FFaTF|T) = Oz(l/—’)’)C(FF,M|T) +C¥C(FF,T5|T)

T

=0
+(a+)C(Fp,TF|T) + C(FF, Fr|T) (109)

d

—C(Fp,M|1) = vC(Fp,M|r)+ C(Fr,TH|T) +C(Fr,TF|T) (110)
dr N———’

=0

In Matrixform lautet das System

d <C(FF,TF|T>> _ <a+7 a(u—v))(owF,TFh)>+(2|v|a;%<f)>
dr C(FF,M|T) 1 v C(FF,M|T) 0 '

Nun erfolgt die Bestimmung der Eigenwerte der Koeffizientenmatrix P mit (P-AI)

a+y—A alv-—7) ~ 0
1 v— A
A= v
A = a+v

Zur Vereinfachung der Korrelationsfunktionen wird der Parameter u = « + v eingefiihrt, so
dass die Eigenwerte der Koeflizientenmatrix v und p lauten. Es erfolgt die Bestimmung der
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Eigenvektoren mit (P-\;I)Z=0
aty—7y al—7) I
EV(y) = ( 1 v—ry 9 -

ar +a(v—y)ry =

Tro =

r1T =

0

z1+W—7)z2 = 0
1

~

EV(y) = (

V—a—v T

EV(M):><04+’YIQ—V a(v—7) ><$1> _

(=)o —aly—v)zs = 0
1 —azre = 0
To = 1

«a

rT =

EV(n) =

Die Losung des homogenen DGL-Systems lautet

C(FFaTF|7) Y-V YT Q@ ur
= >
( C(Fp, M|7) c1 1 e’ +co 1 )¢ Y1 >0 (111)
Die Bestimmung der Konstanten ¢; und ¢z erfolgt {iber die Variation der Konstanten durch

Einsetzen der Losung des homogenen Systems der Gl (111) in die Ausgangsgleichungen (109)
und (110)

Ay —v)e’ + chael™ = 20y|oFa(r)
und
e’ = —che.
Eingesetzt ergibt sich
e (=) = 2hloi2i(r)
' 1 2 -
¢ = M_gﬂﬂﬁﬁﬁk“T
o 2 -
¢ = —m2|'y|a} o(r)e 7.

Aus der Eigenschaft der Delta-Funktion [4(7)f(7)dr = f(0) folgt

1 2
o = ——2y|op
w ="
1 2| | *2
ci = ——2|y|op.
p—y T F
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Die spezielle Lésung des DGL-Systems lautet dann

C(Fp,Tp|7) 2|03 (o) yr  2010F (@)
_ >
<0(FF,M|T> w1 ) ey )=
und
2o} S
C(Fp,Tplt) = —=((v—7)e"" + ae!7) V1 >0 (112)
BH="
2 *2
CFp, M) = T ur _my s (113)
BH="
Aus der Gl. (102) wird die Funktion C(Fg,To|7) berechnet
d
EO(FFth) = C(FF,T0|T)+C(FF,TF|T)
d
C(Fp,Tolr) = S C(Fp,M|r) = C(Fp,Tp|7)
d |2hlof 2|}
C(Fp,To|r) = —|—— (" =) — —— (v —7)e"" + ae!”
(FeTolr) = 4 |20E @ - om)| = 207 )
9 *2
CEwTolr) = 2N (e 307 — (= )7 - et
) %2
C(Fp,TolT) = m(ue’”—ue”)
B="
2v|y]of? .
C(Fp,Tolr) = ————— (" —¢€7") Vr >0 (114)
="

C(Fr,To|r) = vC(Fr,M]|T)

Analog zur vorigen Rechnung werden die Funktionen fiir C(Fp,To|r) und C(Fo, M|T) be-
rechnet.

d d d
STy = voM+ ST
e TR
d
glo = vTo+Tr)+ P15+ Fo
d
qlo = vio+vIr+ B(To —vM) + Fo
d
aTO = IJTO =+ y(aM =+ T;‘) =+ ,BTO — ﬂI/M + FO
d
&TO = (w+p)To+v(ia—B)M +vTE + Fo
und die zweite Gleichung
d M = To+T
1 = lo+1F
d

oM = To+aM+T;

Durch Multiplikation mit Fp(t — 7) ergigt sich

d < C(Fo,To|7) ) _ < v+ B via—p) ) < C(Fo, To|7) ) N < 2|Blo2d(T) )
dr \ C(Fo,M|1) 1 o C(Fo,M|r) 0 '

95



Die Eigenwerte der Koeflizientenmatrix lauten g und g und die dazugehorigen Eigenvektoren
(8 —a,1) fiir B und (v, 1) fiir p. Die Losung der homogenen DGLen ergeben sich zu

C(F07T0|T) 5_05 BT v uT
= >
( C(Fo, M]7) c1 1 e’ + N V7 >0
Die homogene Losung eingesetzt in die Ausgangsgleichungen und Variation der Konstanten

fithrt zu

(B —a)e’™ + e = 2|Bloi(T)

e+ chetm = 0

Nach weiterer Berechnung erhélt man fiir die Konstanten

2|8l
g = ————=—
p—p
_ 2Blog
g = —=.
p—p
Somit lautet die spezielle Losung
9 %2
C(Fo,Tolr) = - Blog ((B—a)e/BT—Ve/”) Yr >0 (115)
p—p
_ 2|5|U*O2 BT uT
C(Fo,Ml|r) = —ﬁ(e —e')  vr>0. (116)
Die Kovarianzfunktion C(Fo,Tr|7) kann ermittelt werden durch
iM = To+T
a = do+1F
d
Ty = —M-T,
F a o
d
C(Fo,Tr|T) = EC(FO,M|7’)—C(FO,TO|T)
d |2|8lott 2|80t
C(Fo. T _ A 2Ble (ar  ur\| _EPIOG (5 BT bt
(Fo,Tr|T) dTlﬁ—M (e e ) 54 ((B a)e ve )
_ 204|,6|02<)2 BT ur
C(FO,TF|T) == _ﬁ (6 — € ) (117)
Es folgt nun die Berechnung von C(Fop,Tj|7) und C(Fg, Tf|T).
d %k )
dtTO = ,6T0+FO
d . "
3, CWo, Tolr) = BC(Fo,Tolr) + C(Fo, Folr)
d

—C(Fo,Tjlr) = BC(Fo,Tp|r) +2|Blogs(r)

dr
. e BT . 2|02 (T)dT + C
O, o) = L HP0G)
C(Fo,Thlr) = (2Blog +C)e
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Die Anfangsbedingung lautet

C(Fo,Tpl0) = 2|Blog
= 2|Blog = 2|plog +C

c =0
C(Fo,T5lr) = 2Bloge’ (118)
sowie gleichlautend
C(Fp,Th|T) = 2[y|ofZe™. (119)

Die Losung der Kovarianzfunktion C(Tp, Tj|7) ergibt sich aus

d
aTg = PIH+ Fo
d
—C(Tr,T5l7) = BC(Tp,Tpl7) + C(TF, Folr)
dr
d
—C(T5,Tr| —7) = BC(T5,Tr| = 7) + C(Fo,Tr| — 7)
dr
d * _ * 2a|ﬁ|0*02 —BT —(a+v)T
EC(TOaTF| —7) = BCI5,Tp|—1)+ B—(atv) (e —€ )
—Br  20|Blo —pBT —(a+v)T
. feﬂ-ﬁ_ (e P —e dr +C
C(TOaTF| _T) = et ( e BT )
* o 20[|/6|0-*O2 ( 1 —BT 1 (a+1/)7'> BT
C(T5,Tp|—1) = 5 (a+1) 256 +B+(a+y)e + :C' e

V7 < 0. Die Konstante C' hat den Wert 0, da die Randbedingung der Korrelationsfunktion
lim; 00 C(T3, Tr| — 7) = 0 lautet. Fiir die andere Seite gilt
d % *
EC(TOaTF| —7) = BC(T5,Tp|—1)
C(TH, Tr| —7) = Ce™ Y7 >0.

Durch die Bedingung fiir die Stetigkeit an der Stelle 0 ergeben sich die Bedingungen ¢;(0) =
c2(0). Daraus folgt die Gleichung

2aﬁa;32< 1 1 )_

—_t — ) =
p—p 28 B+up
Zaﬂaéz
C = (—p—B+28)
/1'2_/82
B 204,8082
p+B
Man kommt zur Lésung
2aﬁo—g2< 1 1
C(T5,Tr| — 1) = ——e T ——e ‘”)
Totel=n = 2= ot s
200} 1 1
C(Tp, TH|T) = 0 (—e57+ e“T> 120
(Tr, T5|T) ey % T B (120)



V7 > 0 und

*2

* ao T
OT5.Trl =7) = 527050
aO.*Z
C(TF,T5|T) = _Wo—}—y)eiﬁT V7 S 0. (121)

Die Losung der Kovarianzfunktion C(To,T|7), C(To,Th|7) und C(Tr, Ti|T) erfolgt analog
zu C(Tp, TH|7) und es ergeben sich die Losungen

2|plog (04_5 -8 v —(
T T* — T e Oé-‘rV)T) 122
cotoln = g\ T vst 122
V7 <0 und
2|Blot} <a—,3 v > 3
T > 0. 12
-+ \ 3B Tarn+s)C =0 (123)
2|ylof ( 1 1 B
T T —_ st r (= T s (a+1/)7'> 194
C(To, Tx|7) v —(a+v) 2')/e +(a+1/)+76 (124)
V7 <0 und
VO—;? BT
R —, vr > 0. (125)
v+ (a+v)
C(TF T*|7') _ 2|7|U>}k72 <V_7€—fyﬂr+ ae—(a—l—u)T) (126)
o v—(a+v) \ 2y (a+v)+7
V7 <0 und
2|y|o%? (V—'y « )7
T > 0.. 12
T—at) 2y Tarnea) 20 (121)

Die Berechnung der nachfolgenden Kovarianzfunktionen erfolgt analog dem Modell von Weick-
mann et al. (2000) in Abschnitt 10.1 und wird hier nicht weiter aufgefiihrt.

10.3 Die Berechnung der Kovarianzfunktionen des Modells fiir die Polar-
kappe

Die theoretischen Korrelationsfunktionen der Polarkappen werden nicht wie in dem globalen
Modell beschrieben mit dem absoluten Drehimpuls, sondern mit dem relativen Drehimpuls
berechnet, da die Variabilitit vor allem im relativen Drehimpuls steckt. Die Anderung des
planetaren Anteil des Drehimpulses flielen iiber das Coriolisdrehmoment in das Gleichungssy-
stem ein. Weiterhin wird die Antriebskomponente des Reibungsdrehmomentes vernachléssigt,
da der Fluss des Drehimpulses fiir die Variabilitit des Drehimpulses verantwortlich ist, so dass
im Vergleich der Antrieb durch das Reibungsdrehmoment vernachlissigbar klein ist (siehe Eg-
ger 2005a). Das Gebirgsdrehmoment wird wie im erweiterten Weickmann’schen Modell durch
Egger (Egger, 2005b) durch einen Dampfungsanteil und einen Antrieb durch rotes Rauschen,
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der Fluss des Drehimpulses und das Coriolisdrehmoment durch alleiniges rotes Rauschen be-
rechnet (vergleiche Abschnitt 8.5). Der Fluss des Drehimpulses ist positiv, da der konvergente
Fluss berechnet wurde. Das Gleichungssystem lautet

dM,

1 = To+Tr—Tc+ J, (128)
Tr = aM (129)
To = vM+Ty (130)
dT
O = BTE+Fo (131)
dt
dJ,
= 6J,+F 132
dr r+ L ( )
dd% = elo+ Fe. (133)

Die Berechnung der Korrelationsfunktion C(Fp,T|7) erfolgt durch Multiplikation von Gl
(130) mit Fo(t — 7) und Fp = 2|B|otd() zu

d
3, CWFo, Tolr) = BC(Fo,Tolr) + C(Fo, Folr)
. e PT . 2|BloEks(T)dr + C
C(Fo. Tylr) = 12600
C(Fo,TH|T) = (2|8l + C)e’T

Die Anfangsbedingung lautet
C(Fo,Fol0) = 2|BloF

Somit folgt

2|Blo7 = 2/Blog +C
c =0
und die spezielle Losung
C(Fo,Thlt) = —2B02e .

Fiir alle 7 < 0 gilt wegen der Annahme des Markov-Modells C(Fp,Tg|7) = 0. Zusammenge-
fasst ergibt sich

C(Fo,T5|7) (134)

0 V1 <0
—Qﬂa?)?eBT V1 > 0.

Es folgt nun die Berechnung der Autokorrelation von C(T§,T4|7). Es gilt fiir alle 7> 0

d k * *k * K
IC(T07TO|T) = BC(T5,TolT) + C(To, FolT)
T —_—
=0

C(Ty, TplT) = CeT
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mit der Anfangsbedingung
C(T5, THl0) = o
Hieraus folgt aus Symmetriegriinden auch fiir 7 < 0
CTy, THr) = o2l vr. (135)

Nach dem gleichen Muster (siehe auch Gardiner, 1982) werden auch die Autokorrelationsfunk-
tionen C(J,, Jr|7) und C(T¢, Tc|T) gelost

CJ, Jolr) = o2l vr (136)
C(Te, Telr) = o2efl™ vr. (137)

Auf Grund der Tatsache, dass sich die Antriebe F, des Gebirgsdrehmomentes, F- des Coriolis-
drehmomentes und F; des Flusses des Drehimpulses laut Modell nicht gegenseitig beeinflussen,
sind die Korrelationsfunktionen

C(Ty, Te|lr) = 0 V7 (138)
c(15,J 1) = 0 V7 (139)
C(Jy,Tc|lt) = 0 V7. (140)

Daher kann sofort aus den Gln. (128), (129) und (130) der Ansatz zur Losung der Korrelati-
onsfunktion C(.J,, M, |r) fiir die Siidpolarkappe formuliert werden

C(Jr,M,|1) = C(Jp,To|t) +C(Jr,Tr|T) — C(Jpr, Tc|T) +C(Jr, Jr|T)
—_————
=0
C(Jr,M,|T) = (a+v)C(Jr, M;|T)+ C(J,, TH|T) +C(Jy, Jp|T)
—_————

=0
C(Jr, My|T) = pC(Jp, My|T) + C(Jyp, Jp|T).

Fir alle 7 < 0 gilt

[e . gle™0Tdr + C

C(J, My|r) = e

2
g —0T T
C(Jp, M;|T) = _N‘;‘](Se 0T 4 CehT.

Die Randbedingung der Korrelationsfunktion lautet C(J,, My|oo) = 0 und somit ist C' = 0.
Fiir 7 > 0 ergibt sich

—ur ., 2 6Td C
ClJ Mylr) = Je o7e’7dT +
e HT
o2
C(J,, My|7) = —ﬁeﬁwceﬁ”.
1 —
Da die Funktion stetig ist, folgt
2
o
c(J,, M,|0) = ——L_,
(M) = =22
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und daher

2 2
9y 9
e +C
w0 ©w—29
1 1
- 2 - =
¢ = U"(u+5 u—5>
o _ 2603
u2 52

Die spezielle Lésung der Funktion fiir 7 > 0 lautet

2
_ 05 &7 260] et
C(Jyp, My|T) = M—Je +M —52¢
J?f oT wr
C(Jy, M|7) = g [(,u—l—é)e — 25e ]

und somit ergibt sich fiir die gesamte Funktion

C(Jr, My|7) = ) (141)

0.2
— [(u +6) el 2<Seﬁ”] Y7 >0
— 2L =0T Vr <0.

Hieraus kénnen die Kreuzkorrelationsfunktionen C(J,,To|r) und C(J,,Tr|7) aus Gl. (130)
und (129) berechnet werden

C(J.,Tolr) = vC(Jp, M,|T)+ C(J,,TH|T)
=0
C(Jr, Tr|T) = aC(Jr, My|T)

2
— L (4 0) €7 — 28eMT| YT >0
C(J, Tolr) = uio [(MW ) o] vr= (142)
u+‘36"” V7 <0
2
— 2L (4 0) €7 — 28eMT| YT >0
C(Jy, Tp|r) = wror [(MM Je o] vr= (143)
ng*ﬁf V7 <0
(144)

Zur Berechnung der Kreuzkorrelationsfunktion C(T¢, M,|7) geht man analog zu C(J,, M, |7)
vor

—C(T5, M,|m) = C(Tp,Tolr) + C(T5, Trl7) — (To,TclT)JrC(To,JIT)
_0 —0

d
dr
d * * %

drC(TO’ M;|t) = pC(TH, My|1) + C(T5, 15| 7).
Es folgt daraus durch Einsetzen von Gl. (135) fiir 7 < 0

Je o *2 e PTdr + C

C(TS,MHT) = ef,LLT
0'*02 B
C(Th, M, = e 7
( @] 7“|T) M—Fﬁ

101



und fir 7 >0
0*2
C(TH, M, |T) = ——Oﬁe/” + CelT
M R

mit der Konstanten

o - o155t

2500
C = 2
Daher ergibt sich
- Br ur
+ B)e’" + 20 V>0
C(TE;’MHT) = w=p? [ (M 0*2/8) b ] N
e G vr <0.

Aus der Gl. (129) berechnet man die Funktion C(T¢), Tr|7) = aC(Tg, My|T)

OéO' *2
+B)ePT +28eFT| V1 >0
oty — | 570 |- (uw*g) Bert| vr >
—AH_%e_ﬁT Vr <0

und die Funktion C(T},To|r) = vC(TH, My|7T) + C(T3, T ) fir 7 >0

1/0;52

C(To, Tolr) = = (s + B) €77 + 2Bet™| + o 7e™

/62
C(Ts, TolT) = M“oﬁ {— (B—a)e’ + ;iyﬂ e’”}

und fiir 7 <0

O(T8. Tolr) = ”joﬁ eI+ e
O‘+B *2 7ﬁ7’

O, Tolr) = = 50%

man erhalt fir die Funktion

ires [— (B—a)elm + Q’Qe‘”} V7 >0
C(Te, Tolr) = { *F 0 _

Z‘igage_m vr <0.
Es erfolgt nach dem gleichen Schema die Berechnung von C(T¢, M, |7 durch

d

q C(Tc,MT|T) = C(TC,T0|T) + O(Tc,TF|7') — C(Tc,Tc|T) + C(Te, JT|T)
T ————
=0
d
3, CTc, My|r) = uC(Te, Myl7) + C(Tc, Tolr) ~C(Tc, Telr)
T N———
=0
_ Ut | e ET
C(To, Mylr) = Je dr+C
e l”
o
C(TC’,MHT) = me_”
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fir 7 < 0 und fiir 7 > 0 ergibt sich

—[eHT olefdr + C

C(Te,M,|T) = e
o2
C(Te,M,|1) = —E—e 4 CeM.
p—€
Die Konstante C betragt
% g = %
u—e u+e
Y N
p+e p—e¢
c - 250%
Ry
Eingesetzt erhilt man fir C(T¢, M, |t
2 ) 2
C(ToyMylr) = ZCe — 20 et
[—¢ 12— 2
2
o
C(Te, Mylr) = 2 —052 [(1+e) e — 2eeT]

und somit fiir die gesamte Funktion

2
s [(n+e) e™ — 2eet] V1 >0
C(Te, M,|7) = { e gze)iT eelt] Vr2 (148)
Tfse Vr <0.
Gleichzeitig ergeben sich die Funktionen C(T¢,To|7) und C(T¢,TF|T) aus
C(Tc,Tolr) = vC(Tc, M) + C(Te, T5|7)
=0
C(Te,Tr|t) = aC(Te, M|T).
Somit lauten die Funktionen
2
70 (n+€) e — 2eeh™] V1 >0
C(Te, Trlr) = { et [(wa); eel] VT2 (149)
T_"_(‘;e V1 S 0
und
2
oo T 2eehT] VW7 >0
C(Te, Tolr) = § #°= [(”:f,f) ‘ eet] VT 2 (150)
T_fée_” V1 <0.
Ebenso wird die Kreuzkorrelationsfunktion C(Tg, M;|7) berechnet
d
EC(TF, MT|T) = C(TF, To|7') + C(TF, TF|T) - C(TF, Tc|7') + C(TF, JT|T)
d
EC(TF’ M,|t) = pC(Tp,M;|T)+ C(Tp,TH|T)+ C(Tp,Tc|T) + C(TF, Jr|T)
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Jem - 5% [~ (u+ ) e P +2pe7]| dr

u2_ﬁ2
C(TF, MT|T) = p—
f e Hr- ;z{éé [(,U« + 6) e T — 2667‘”] dr
_ —
2
fe_ﬂT . qu (N’ + 5) 6—57' _ 258_I’LT dT
_ pr—o2 [ ] 4O
e HT e
=0
*2 9
1 1 1 1
omnn) = 7% (=) (o)
K= 2 pe —€ € W
ado’ <1 s 1 M)
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C(Tr, My|r) = IUQ_BQG M2—82e +M2_526 + Cel.
Die Konstante erhilt man durch Gleichsetzen der beiden Funktionen an der Stelle 7 = 0
*2 2 2
a0 oo oo
y Gt 525 +C

2— 2 pZ—e2  pZ— g2
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pr=pE\pg ) pr-e?l\e p) pr-02\6 p
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pr=p2p p?—erp o op? =%
Eingesetzt ergibt sich fiir 7 > 0

C =

*2 2 2
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C(Tp, M,|T) = O__fm 4 C_efT S
a uZ — g2 pZ — 2 12 — 52

ot act € ac? ¢
aall OQé 2 02 = sz et
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21 1 2, 71 1
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Somit lautet die Kreuzkorrelationsfunktion
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Da C(Tg,Tp|T) = aC(TF, M;|T), folgt

o?Bor? a?ec?
MZ_/@O‘z (é pr _ MGNT) + uz_gg (%687— — ie‘”)
o280 (4 5 1
+5rt (377 = Lev) Vr >0
_ ur—62 \ 0 7 =
C(TF,TF|7-) — 0250'*02 (16—,67' 16—IL7') + a260'% (16—57' 16_“7_) (152)
2_R32 \ B B 2_ -2 \ = D
pr-p* \B a2§ljr2 - H 16 € w
+,u2_6é (567 T — ﬁeil“—) VT S 0.

Die Funktion C(Tr,To|T) leitet sich aus
C(TF, TO |7‘)

ab und man erhalt fir 7 > 0

= vC(Tr,M,|7) + C(Tr, T}|7)
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Somit ergibt sich
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Hiernach kann man sich der Autokorrelationsfunktion C(M,, M,|7) zuwenden

C(M,,Tg|T)
C(M,, M,|T)

= aC(M,, M,|r)
1

= —C(M,,Tp|T).
o
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Die Losung lautet nach Gl. (151)

o5 (1oBlrl _ Loulr) 4 98 (Leelr| _ L ulrl
C(M,,M,|T) = { p—p* (/3 6;2 1) 5 ‘Nz—iz (5| Iz ) (154)
T T
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Ebenso verfihrt man mit der Bestimmung der Kreuzkorrelationsfunktion C(To, M, |T)
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1
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